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LỜI MỞ ĐẦU 


Cuốn sách "PHƯƠNG pháp' TRẮC NGHIỆM HÌNH HỌC GIẢI TÍCH" này 
điược biên soạn dựa trên nội dung sách giáo khoa Hình học 12 chỉnh lý và 
h.ợp nhất năm 2000. Chúng tôi đã sắp xếp các nội dung ôn tập môn học này 
theo chuyên đề và mỗi chuyên đề lại được chia ra các vấn đề chi tiết và cụ 
thể. Mỏi chuyên đề được trình bày theo trình tự sau đây : 

A. Tóm tắt lí thuyết. 

B. Phương pháp giải toán. 

c. Các bài toán ôn tập. 

D. Các đề toán tự luyện. 

Chúng tôi có trích và lựa chọn đưa thêm một số đề thi tuyển sinh vào 
các trường Đại học và Cao đẳng trong toàn quốc những năm gần dây, giúp 
các bạn học sinh làm quen với các loại dề toán đó. 

Cuô'n sách này được biên soạn nhằm giúp đỡ người học có điều kiện để 
tự học tốt hơn, rèn luyện được óc tư duy sáng tạo trong học tập của học sinh 
đê không ngừng nâng, cao chất lượng học tập. 

Cuốn sách gồm có 10 chuyên đề và được chiạ ra hai phần : phần 1 là 
phần hình học giải tích trong mặt phẳng do TS. Đậu Thế Cấp biên soạn, 
phần 2 là phần hình học giải tích trong không gian do PGS.TS Nguyễn 
Mộng Hy biên soạn. Cuối cùng có phần trắc nghiệm nhằm giúp người học 
hoàn thiện thêm kiến thức của mình. 

Chúng tôi mong rằng sẽ nhận được nhiều ý kiến dóng góp của đông 
đảo độc giả đế các lần 'tái bản sau này, cuốn sách được cải tiến với nội dung 
và chất lượng tốt hơn. 

Các tác giả 
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Phần 1. HÌNH HỌC GIẢI TÍCH TRONG MỘT PHổNG 


Chuyên đề 1 : VECTƠ VÀ TỌR ĐỘ TRONG MỘT PHẻNG 

^^TÓM TẮT Lí THUYẾT __ 

1. TỌA DỘ CỦA ĐIỂM M(X; Y) ĐỒÌ VỚI HỆ TỌA DỘ ịo; e t ; e 2 | 

M(x; y) <x> OM = xej+ ye 2 . 

2. TỌA I)ộ CỦA VECTƠ 

• a = <a l ; a 2 ) o a = a x e x +a 2 e 2 . 

• Với A(x a ; y A ) và B(x b ; yt;) thì : AB = (x B - X A ; y B - y A ). 

3. CÁC PHÉP TO N VỂ f VECTƠ 

Cho a = (an a 2 ); b = (t»x; b 2 ), k e R, khi đó : 

• a± b = (ai ± bn a 2 ± b 2 ); k a = (kan ka 2 ). 

’ , .* f a i - kbj ăị &2 

• a = k b => ị o f i f 

|a 2 = kb 2 bj b 2 

Nếu a - k b : hai vectơ a và b được gọi là cùng phương, kí hiệu a // b . 
Chú ý : Vectơ 0 được coi là cùng phương vái mọi vectơ. 

7* Ị a i = bi 
[ a 2 = b 2 

4 . TÍCH VÔ HƯỚNG CỬA HAI VECTƠ 

• a . b = I a I. I b I ,cos( a , b ). 

Cho : a = (an a 2 ); b = (bn b 2 ) 
a . b = aibi + a- 2 b 2 . 


• I a I - x/a, + a c 


IAB| = - X A ) 2 + (y B - y A Ỷ 

7* \ _ a.b a 1 b 1 + ạ 2 b 2 

cos ( a , b ) = — _ > - = -=■ - ■ * = 

I a I I b I v a i 2 + a 2 2 \bi 2 + b 2 
a -L b <=> a . b = 0 o aibi + a 2 b 2 = 0. 
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5. ĐIỂM M CHIA ĐOẠN THẲNG AB theo tỉ sô' k * 1 
• ÃB = k MB o VO, ÕM = - A - ~ ^ - QB 


Tọa độ của M : 


1-k 

y A ->yB 


• M ià trung điểm của đoạn AB « k = -1 <=> MA = - MB 

6. MỘT SÔ' HỆ THỨC THƯỜNG GẶP 

• Với ba điểm o, A, B bất kỳ, ta có : AB = AO + OB (hệ thức Chailes) 

ÃB = ÕB-ÕA. 

• ĂB=-BA. 

' . —* ÕA+ÕB 

• M là trung điếm của đoạn AB, với o bất kỳ ta có : OM = —■— — . 

• G là trọng tám của tam giác ABC o GA + GB + GC = 0 


«» VO, OG = ị (OA + OB + 00) 
3 


7. CÁC BẤT ĐẮNG THỨC 


Cho a =(ai;a 2 ), b = (bi; b 2 ). 

• la±bl<lal + lbl (bất đẳng thức tam giác) 

—► —♦ 

Dấu "=" xảy ra khi a , b cùng phương. 

• Ia.bl2lal.lbl (*) 

—> —► 

Dấu ”=" xảy ra khi a , b cùng phương 
o Iaibi + a 2 b 2 1 < yỊ&l +a| .Jbj + b 2 
<=> (a^i + a 2 b 2 ) 2 < ((a 2 +a|)(bi + b 2 ). 
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 

Vấn dề 1: CHỨNG MINH HỆ THỨC VECTƠ. TÌM TỌA ĐỘ VECTƠ CỦA ĐIEM 

A. PHƯƠNG PHÁP _ 

Sử dụng các tính chất, cùa phép toán vectơ và công thức tính độ dài của 

vectơ. _ 

B. Vi Dự 

Vi dụ 1 _ __ 

Cho tam giác ABC với G là trọng tâm của tam giác đó : 

a) Với mọi điểm M, chứng minh rằng : MA + MB + MC = 3 MG. 

b) Chung minh rằng : X G =--— ; y G =- - -. 

3 3 

c) Tìm tọa độ của G trong trường hợp A(-l; 3), B(2; 1), C(l; -5). _ 

Giải 

a) Ta có : MA + MB + MC = (MG + GA) + (MG + GB) + (MG + GC) 


= 3 MG + (GA + GB + GC) = 3MG. 

b) Theo a), chọn M = o ta có : ỎA + Õi + oc = 3ỠG => J Xa + Xb + * c = . 

[y A +yB + yc = 3yc 


Vậy có ùiều cần chứng minh. 

-1 + 2 + 12 
3 " 3 

3 + 1-5 = 1 
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c) Theo b) 


*G 

yc = 


=> G|?;-ỉ 


Vid«2 ___ 

Tim điểm M trẽn trục tung ciich đều hai điểm A(-l; 3) và B(l; 4). 

Giải 

Giả sử M(0; m). Khi đó : 

MA = MB => V(-l) 2 +(3- m) 2 = + (4 - m) 2 => m = 1 - 

Vậy mỊ^O; lj. 

Vấn dỉ 2 : CHỨNG MINH BA ĐlấM THĂNG HÀNG 

A. PHƯƠNG PHẤP __ 

Ba điểm A, B, c thẳng hàng <=> AB // AC <=> AB = k AC . 
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B. vt DỤ 

Ví dụ 3 


Chứng minh ba điểm : A(m, 2m + 1); b( —; — — 1; C(2 - m; 5 - 2m) 

vni-l m -1 ) 

thẳng hàng với mọi m/ 1 . 


AB 


Giải 

f-m 2 +m + l 2(-m 2 +m + l)ì 77 ? , 

= -— -; -—:-- ; AC = (2 -2m; 4 - 4m). 

^ m -1 m -1 J 

™ 2 , , 1 CH „ 2 . , 11 — 


-m 2 + m + l 2(-m 2 +m + l) 77 ? .. 77 

Vì -— -(4 - 4m) - (2 - 2m).--—— - = 0 nên AB // AC . 

m -1 m - 1 


Vậy A, Bi c thẳng hàng với mọi m * 1. 


Vấn để 3 : TÌM ĐlẩM TRÊN ĐOẠN THANG có TÍNH CHẤT CHO TRƯỚC 

A. PHƯƠNG PHẤP _ 

Xác định tỷ sô' chia đoạn thẳng, sau dó sử dụng công thức dể tín h. _ 

B. ví DỤ 

Ví dụ 4 

Cho tam giác ABC có các đỉnh A(2; 6), B(-3; -4), C(5; 0). Xác định tọa độ 
chân dường phân giác AD. 

Giải 

AB = V(-5) 2 + (-10) 2 = õVẼĨ; AC = + (-6) 2 = 3 V 5 


BD AB 5 —* 5 —* _ 5 

Từ đó ; —— = —— = — => DB = - ^ DC , tức D chia đoạn BC theo tỷ số k = - ” 

DC AC 3 3 3 

Vậy áp dụng công thức tính tọa độ điểm D, ta có : 


Xn = 


-3 + ị.5 -4+f.O „ 

3 _ o. .. 3 3 


2 ; y n = 


1 + 


1 + | 
3 


= => D 2; 


Vấn đề 4 : CHỨNG MINH HAI ĐƯỜNG THÁNG vuông GÓC 

A. PHƯƠNG PHÁP _’_ 

_ ABlCDo AB ■ CD = 0 . _ 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 5 _ ' _ • _ 2 

Cho hình thang cân ABCD đáy lổn AB, góc nhọn ở đáy 60\ Biết 
AB = a , AD = b, I a I > Ị b I. Hãy biểu diễn BC theo a và b . 
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Tìm mối liên hệ giữa I a ! a va I b I - b đê . .c _L BD . 

__ _ j|)K nu Ull GIAO T HÒNG VẬN TAI - 1998) 

Gi ải 

Hạ cc, 1 AB, DD, 1 AB. Ta có : 


—> 

1 

— H 

1 1 —' 


- * 

AD 1 

= 2 

AD 

= — b; DC 
2 1 


ĐẢ 


=> DC = —- a BC =- BẤ + i\D + DC = - a + b + —- a 

a a 

Vậy : BC = - — a + b : Ãc *. AB + BC = a - - a + b ; 
a • a 

BD = BA + AD = - a + b . 

Tù' dó AC 1 BD o I a - - a + b ] l-.a + b) = 0 

“ >2 b -* 7* b -^ 2 V b 1 b 2 .2 _ n 

o - a-abi - a + b = 0<=> -a - — . ^ ab + — a + b = 0 

a a a 2 a 

o 3a 2 = (a + b) 2 o b = (ý3 - l)a . 

Vấn đê 5 : TÍNH GÓ€ 

A. PHƯƠNG PHÁP 

_ Đưa vế tìm góc g iữa vectơ và áp dụ ng còng thức để tính. 

B. Ví DỤ 
Ví dụ 6 

Cho tam giác ABC cồ A(3; 5), Bụ 5; 1), C(5; -9). Tính BAD với AD là 
trung tuyến củ a tam giác d ó.__ 

Giải 

Ta có : D(0; -4). Từ đó : cos BAD = cos(AB , ÃD) = 

AB.AD 

ÃB = (-8; -4) =v AB = v'64 +16 = 4v'5 

AD = (-3; -9) => AD = \ 9 » 81 = 3 V 40 

e .„_ 24 + 36 1 

4V5.3VĨ0 v2 

Vậy bXd = 45°. 
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Vấn đề 6 : CHỨNG MINH BÂT DÂNG thức 

A. PHƯƠNG PHÁP 


Đưa về 

dạng vectơ và 

sử dụng các bất đẳng thức : 


1 a.b 1 < 

a 1.1 b 1 hoặc |a±b|<|a| + |b| 

B. VÍ DỤ 



Ví dụ 7 



Cho ba 

số dương a, b, 

c (a > c, b > c). Chứng minh rằng : 



Vc(a - c) + Vc(b - c) < Vãb . 


Giải 


Đặt u = (Vc; Vb - c), V = (Va-c; Vc) . Dễ thây vế trái là u . V, vế pàảỉ là 
I u I . I V I . Vậy có điều phải chứng minh. 


Ví dụ 8 

Cho X, y, z e R. Chứng minh rằng : 

yjx 2 + xy + y 2 + Vx 2 + xz + z 2 > \Ịy 2 + yz + z 2 . 


Giải 

Ta có : V * 2 + xy + y 2 = |x + §) + |y 2 
Vx 2 " + xz + z 2 = 1X + lỴ + ịz 2 . 

VI 2 J 4 

Đặt: u=^x + |; ^yj; V = Ị-x - ^zj.Khi đó: 


VT=|u| + |v|>|u + v| = 


y-«. 


Vã 


(y + z) 


2 ’ 2 

= Jỉ(y-z ) 2 +ậ(y + z ) 2 = Vy 2 + yz + z 2 = VP. 

K4 4 


c. CẢC BẢI TOẢN ÔN TẬP 

Bài 1 __ 

Trong mặt phẳng tọa độ cho bốn điểm A(-2; -6), B(4; -4), C(2; -2), D(-Ì, -3/). 

a) Chứng minh tam giác ABC vuông. 

b) Chứng minh tứ giác ABCD là hình thang. __ 
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Giải 


a) Ta có : AC = (4; 4); BC = (-2; 2) 

AC. BC = 4(—2) + 4.2 = 0 => AC 1 BC A ABC vuông tại c. 

b) Ta có : AB = (6; 2); DC = (3; 1) 

Do đó : AB = 2 DC => AB // DC. Vậy ABCD là hình thang. 

Bài 2 _ 

Cho ba điểm A(-3; 6), B(l; -2), C(6; 3). 

a) Chứng minh A, B, c là ba đỉnh của một tam giác. 

b) Tìm tọa độ chân đường cao A' xuất phát từ A. 

c) Tính tọa độ trọng tâm G, trực tâm H và tâm I của tam giác ABC. Có 

nhận xát gì về các điểm G, H, I ? _ 

Giải 

a) Ta có : Ãi = (4; -8); Ãc = (9; -3) 

4 _g ^ 

Vì ^ * —- nên A, B, c không thẳng hàng, từ đó chúng là ba đỉnh của 
9 — 3 

một tam giác. 

b) Ta có : BC = (5; 5), BA' = (x A . -1; y A . + 2). 

T , —♦ „ "7*/ , X V -1 y A ' + 2 
\i BC//BA' nên ——— = A -- — 

5 5 


Nặt khác AA’. BC = 0 nên (x A ’ + 3)5 + (y A - - 6)5 = 0. 


lừ đó : 


Í! A ': Ĩ A '!!!=>*• <3; O) 

l x A' + y A ' = 3 [y A' = 0 


c) • AH 1 BC => ÃH. BC = 0 => (x H + 3)5 + (y H -- 6)5 = 0 

BH 1 AC => BH. ĂC = 0 => (X H - 1)9 + (y H + 2X-3) = 0. 

Từ đó í*“ + y » = 3 C => ị* H ĩ * => H(2; 1). 
[3x H -y H =5 [y H =l 


X A +X B +X C 


y A +yB -^yc 


Xg = 3 
7 

h 3 


G (4/3; 7/3). 


• Gọi I là tâm dường tròn ngoại tiếp A ABC => IA = IB = IC. 

iÀ* = IB 2 o (X, + 3) 2 + (y, - 6) 2 = (xj - l) 2 + (y, + 2) 2 <» X, - 2y, = - 5 
IA 2 = IC 2 o (xị + 3) 2 + (yi - 6) 2 = (x, - 6) 2 + (yi - 3f o 3X| - yi = 0 
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X, = 1 

1 „=>1(1; 3) 

yi = 3 


| X I -2yi = -5 í 
[3xj - y I = 0 Ị 

IH - (1; -2); ĨG =íị;-?ì = ị(l; - 2) = ị ĨH 
V3 3) 3 3 


=> IG // IH => G, H, I thẳng hàng. 


Bài 3 

Trong mặt phẳng cho tam giác ABC có A(5; 4), B(-l; 1), C(3; -2),. M là 
một điểm di động thỏa mãn hệ thức aMA+ pMB =0 (a, p không đỏn g thời 
bằng 0). Xác định M đê |MA + MC| nhỏ nhất. 

Giải 


Nếu p # 0 thì AB = - — ^ - MA, nêu Cí * 0 thì AB = — + ^ MB . Dơ đó A, 
p 

B, M thẳng hàng ha> ĩvl nằm trên đường thẳng AB. Bài toán trở thành : 
Tìm M trén AB đế |MA + Mc| nhỏ nhất. 


Gọi I là trung điểm của AC thì MA + MC = 2 MI 

|MA + Mc| nhỏ nhất khi I MI I nhỏ nhất. Vì I cố định 
nên MI nhỏ nhất Khi M là hình chiếu của I trên AB 

Ăm // ĂB => = yM => X,| - 2y M = - 3 

-6 -3 



ĨM 1 AB 
IM 1 AB 


=> IM . AB = 0; vì 1(4; 1) nên 


=> (x M - 4).(-6) + Cy M - l)(-3) = 0 o 2x ; .i + y M = 9. 


ị x M - 2yM - “3 ^ fx M - 3 
|2x M + y M = 9 {y M = 3 


=> M(3; 3) 


Bài 4 J 

► 3 —* 

Cho tam giác ABC. Trên cạnh BC có một điểm D sao cho BD = X BC và 

5 

một điếm E thỏa mãn hệ thức : 4 EA + 2 EB + 3 EC = 0 . 

a) Tính ED theo EB và ED . 

b) Chứng minh ba đi ểm E, A, D thẳng hàng. __ 

Giải 

a) BD = 3 BC => 5 BD = 3 BC => 5 BD = 3(BD + DC) 

5 
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=> 2 DB + 3 DC - 0 => 2(DK + EB) + 3(de + ECì = 0 


- 5 ED = 2 EB + 3 EC => ED ■:= ị KB + ~ EC 


b) 


[•1ẼẦ + 2EB + 3ẺC = Ố * 

“ _ =r> 4 EA + 5 ED - 0 

[r, ED = 2 EB +.3 EC 


=> EA = - - ẼD 

4 


=> A, E, D thắng hàng. 

Bài 5__ 

Clio tứ giác *BCD có các ùinh A(-2; 14), B(4; -2), C(6; -2), D(6; 10). 
a) Tìm tọa độ giao điểm M cùa hai đường chéo AC, BD. 

_b) Xác định góc M và góc D cua tam giác AMD. Các góc này nhọn hay tù ? 


Giải 



Vì cosM > 0 nên M nhọn, M = 63°54’. 
• DA = (-4; 4), DM = [-|;-9Ì. 


í 

_ + (-4)1l + 4(-9) 

Suy ra : cosD = cos(DA, DM) =- 

7 (- 4) 2 + 4 2 |-^ 2 + (- 9) 2 

Vì cosD < 0 nên D tù, D * 124° 27'. 


57666 

222 
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Bài 6 


Cho M(l; 1 - cosa), N(3; 4). 

a) Tính OM, MN. 

b) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của 

y = Vcos 2 a - 2cosa + 2 + Vcos 2 a + 6 cos a + 13 . 

Giải 

a) Ta có : OM = \Ịl 2 + (1 - cosa) 2 = Vcos 2 a - 2cosa + 2 

MN = ^/(3 -1) 2 + (4 -1 + cosa) 2 = Vcos 2 a + 6cosa +13 


Vì 0 < 1 - cosa < 2 nên M di động 

y- 



trên đoạn M,M 2 với M,(l; 0), M 2 (l; 2) 



..,:n 

b) Ta có : y =i OM + MN > ON 




Do đó : miny = ON = V 3 2 +4 2 = 5 khi 0, 

2 

m 2 /ỷ 

7 

M, N thẳng hàng (M 3 Mo giao điểm của ON và 


mỹ/ 


M,M 2 ). 




OM, + M,N = 1 + V(3 -1) 2 + 4 2 = 1 + V2Õ 

0 

i‘m, 

3 " x 


OM 2 + M 2 N = ự l 2 + 2 2 + yj(3-l) 2 +(4-2) 2 " = Vẽ + Vã 

Vì ^5 + Vẽ < ĩ + V2Õ nên y = OM + MN < OM, + M,N = 1 + /20 


max y = 1 + N/2Õkhi M = M,(l; 0). 

D. CẢC ĐỂ TOÁN DỂ LUYỆN TẬP 

01. Cho ba điểm A(2; 1), B(2; -1), C(-2; -3). 

a) Tìm tọa độ điểm D để ABCD là hình bình hành. 

b) Tìm tọa độ tâm của hình bình hành. 

ĐS : a) D(-2; -1); b) (0; -1). 

02. Cho tam giác ABC có các đỉnh A(4; 6), Bí-4; 0), C(-l; -4). 

a) Xác định hình dạng của tam giác. 

b) Tìm tọa độ chân đường cao BH. 

ĐS : a) Tam giác ABC vuông tại B; b) H(0; -2). 

-» 7 > _ -* a X = 38 

03. Cho vectơ a = (5; 2); b = (7; -3). Tìm vectơ X thỏa mãn hệ < ^ 

_ b X = 30 

ĐS : X = (6; 4). 

04. Cho A', B’, C' lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB ciủa tam 
giác ABC. Chứng minh : BC . AA' + CA. BB' + AB . CC’ = 0 . 

05. Cho hai điểm A(-3; 2), B(4, 3). Tìm điểm M trên trục hoành sao clho tam 
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giiác MAB vuông tại M. 

ĐS : M(-2; 0) hoặc M(3; 0). 

0f6. Cho tam giác ABC với A(l; 5); B( -4; -5); C(4; - 1). 

a) Tìm tọa độ chán các đường phán giác trong và ngoài của góc A. 

b) Tìm tọa độ tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

ĐS : a) Ị\; - |j, (16; 5), b) (1; 0). 

077. Cho hai điểm A(4; -3) và (3; 1). Tìm điểm M trên trục Ox sao cho AMB = — 

4 

DS: 

0». Cho tứ giác ABCD có các đỉnh A(-5; -1), B(-2; 3), C(5, 4), D(l; -3). Chứng 
miinh tứ giác có hai đường chéo vuông góc. Tìm diện tích của tứ giác. 



09». Cho ba điểm A(-3; 6), B(l; -3), C(6; 3). 

a) Chứng minh A, B, c không thảng hàng. 

b) Tìm tọa độ trọng tâm G, trực tâm H và tân- đường tròn ngoại tiếp I 
của tam giác ABC. Chứng minh IH = 3 IG . 

c) Tìm tọa độ hình chiếu của A trên BC. 

d) Tìm tọa độ H’ đối xứng với H qua BC. Chứng minh H’ nằm trên đường 
tròn ngoại tiếp của tam giác ABC. 

ĐS : b)G^;0 H(2; 1), 1(1; 3); c) (3; 0); d)H'(4;-l). 

10. Chứng minh các bất đẳng thức 

a) Ặã - b) 2 + c 2 + V(a + b) 2 + c 2 > 2 -\/a 2 + c 2 . 

b) /x 2 - 2x + 5 + Vx 2 t 2x t 10 > a/§9 . 

11 . Tìm giá trị nhỏ nhất của : y = ^x 2 - 2 px + 2 p 2 + yỊx 2 - 2qx + 2q 2 (p, q là 
hằng số). 

ĐS : miny = 7(p - q) 2 + (I p 1 + I q o 2 . 

12. Cho a = (1; 2V2); b(Vx; V2 - x), 0 < X < 2 . 

a) Tính |a|; |b|; a . b . 

b) Tim giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của y = Vx + 4 Ậ - ^ , 0 < X < 2. 

ĐS : b) maxy = 3V2; miny = V2. 
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Chuyên dề 2 : ĐƯỜNG THRNG TRONG MỘT PHẳNG 

A. TÒM TẮT ,i THUYẾT 

X. PHƯƠNG TRÌNH CỦA MỘT DƯỜNG 

Phương trình F(x; y) = 0 gọi là phương trình của đường (L) nếu M(x; y e (ÍL) 
o F(x; y) = 0 

Hệ : I , t e R gọi là phương trình tham sô của đường O mếu 

[y = g(t) 

M (x; y) £ (L) <=> 1 x ~ ; t £ R. 

[y = g(t) 

2. PHƯƠNG TRÌNH CỦA ĐƯỜNG THANG 

i) Phương trình tham sô và phương trình chính tắc của iườmg 
thẳng 

Vectơ a * 0 gọi là vectơ chỉ phương của đường thẳng d nếu a // d 
Đường thẳng d có vectơ chỉ phương a = (a t ; a 2 ) và đi qua điểm M(Xí)ỉ yo) 

có phương trình tham số là d : j ~~ 0 1 ; t e R. 

|y = y 0 +ta 2 

Đường thẳng d có phương trình chính tắc là : 

ĩzĩĩ = ỵzỵọ (a! ,0,a 2 ,0). 

a l a 2 

ii) Phương trình tổng quát của đường thẳng 

Vectơ n * 0 gọi là vectơ pháp tuyến cùa đườx.g thẳng d có v*ct.ơ chỉ 
phương a nếu nia hay n . a = 0 . 

Đường thẳng d có vectơ pháp tuyến n = (A; B) và đi qua điểm Mu,; y 0 ) có 
phương trình tổng quát là : 

A(x - Xo) + B(y - y 0 ) = ũ o Ax + By - (Ax 0 + By 0 ) = 0 

Phương trình dạng : Ax + By + c = 0 (A‘ + B 2 * 0) (*) gọi là phiương 

trình tổng quát của đường thẳng. 

Đường thẳng cho bởi phương trình (*) có một vectơ pháp tuyến là n = (A; B) 
và một vectơ chỉ phương là a = (-B; A). 

iii) Phương trình dường thẳng theo hệ số góc 

Hệ sô' góc của đường thẳng d là số k = tga, trong đó a là góc giữỉ trục Ox 
và đường thẳng d. 
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Đuờng thẳng d có hệ sô góc k, đi qua điểm M(x () ; y 0 ) có phương trình là 
d : y - yo = k (x - Xo). 

• k = 00 (a = ± 90°) 
d : X - x 0 = 0. 

• Cho di có hệ số góc ki, cự có hệ số góc kv 

d! // d 2 co> k 1 = k 2 
d| _L d 2 <=> k,k 2 = -1 


tg(di, d 2 ) 


k, 


l + kik 2 

iv) Đường thẳng đi qua hai điểm cho trước 

Cho dường thẳng d đi qua A(x a ; y A ), B(x b ; yn) 

Khi đó d có phương trình là : 

X B ~ X A y B -yA *B-*A 

• d có hệ sô' góc là k = — . 


(x - X A ) 


• Đường thẳng d đi qua hai đi ém Aứ>; 0), B(0; b) có phương trình (gọi là 

, X y 

phương trình đường thắng theo đoạn chắn) là :. — + = 1; ab * 0. 

a b 

v) Phương trình pháp dạng của dường thẳng 

Phương trình của đường thắng d : Ao X + B 0 y + C() = 0 với A<) 2 + B 0 2 = 1 
gọi là phương trình pháp dạng. 

• Phương trình tổng quát Ax + By + c - 0 được đưa về phương trình 
pháp dạng bằng cách chia cả hai vế cho /a 2 + B 2 . 

3. IHOÀNG CÁCH Từ MỘT DlỂM đen một đường thẳng 

Cho điểm I(x 0 ; y 0 ) và đường thẳng A : Ax + By + c = 0. Ký hiệu d(I, A) là 

khoing cách từ I đến A. Ta có : d(I, A) = - 

VA* + B 

4. ÌHƯƠNG THÌNH Dường phản giác 
?hương trinh hai đường phân giác của 

hai góc tạo bởi hai đường thẳng 
Aị AjX + B,x + c, = 0 
•à A 2 : A 2 X + B 2 y + C-J = 0 

AỊX + BỊy + Ư! A 2 x + B 2 y + C 


à 


di, 


v/a^+Bì 2 V 

d| theo dâu (+), d 2 theo dấu (-)) 


[Ã? + B, 
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Để xác định đường phân giác muôn tìm là ch hay d 2 ta tiến hành theo 
một trong hai cách sau : 

• Đặt n t = (Aj; B^, nj = (A 2 ; B 2 ). 

Khi đó, nếu nj ,n 2 < 0 thì di là phân giác góc nhọn, d 2 là phân giác 
góc tù. Nếu nj ,n 2 > 0 thì di là phân giác gổc tù; d 2 là phân giác góc nhọn. 

• Nếu muôn tìm phân giác góc BAC như trong hình vẽ thì phân giác 
muốn tìm là đường d có B và c nằm về hai phía của nó (thay tọa độ của B 
và c vào phương trình của một trong hai phương trinh của di hoặc d 2 là sẽ 
xác định được điều này). 

• Phân giác của góc BAC còn có thể tìm bằng hai cách khác sau đáy : 


Đặt ej = ; e 2 = thì a = e x + e 2 là vectơ chỉ phương của phân 


giác góc d, d là đường thẳng đi qua A có vectơ cliỉ phương a 


- Gọi D là chăn của phân giác trong của góc BAC. Vì suy ra 


DB = —. DC :=> D chia đoạn BC theo tỷ số k = —— . Từ đó ta tìm dược 

AC AC 

tọa độ của D và d là đường thẳng đi qua hai điểm A và D. 

5. VỊ TRÍ TƯƠNG Đối CỦA HAI ĐƯỜNG THANG 
Cho hai đường thẳng : A! : A[X + BỊy + Ci = 0 
và A 2 : A 2 x + B 2 y + C 2 = 0. 

|Aj B 


Khi đó : Aỵ cắt A 2 o AjB 2 - A 2 Bị * 0 <=> 


B, 


* 0 


A] // A 2 o 


Aị _ 


^ —V với A 2 , B 2 , c 2 * 0. 
B, c. 


2 u 2 ^2 

Điều kiện : A! // A 2 còn được viết là A! : Bị : Cj = A 2 : B 2 : c 2 

6. GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẮNG 

I 

Cho hai đường thẳng : A t : A]X + BỊy + C) =? 0, 

A 2 : A 2 x + B 2 y + c 2 = 0. 

Ký hiệu : (A t ; A 2 ) là góc giữa Aị và A 2 . Ta có : 


——AiA 2 +b,b 2 

costA^ A 2 )= ± Ị-—-~ 


Aj ± A 2 costA^ A 2 ) = 0 o AiA 2 + BịB 2 = 0 


(xem thêm 2.iii), phương trình đường thắng theo hệ số góc). 
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7. cihíjm Dường thẳng 

Niếu chùm đường thẳng xác định bởi hai đường thẳng có phương trình 
AiX -H- Bi_y + C] = 0 và A 2 X + B 2 y + c 2 = 0 thì mọi đường thẳng của chùm có 
phươmg trình : ơ(AiX + B,y + Cj) + P(A 2 X + B<2y + c 2 ) = 0, trong đó a 2 + p 2 * 0 
ta vài p không đồng thời bằng 0). Tuỳ theo điều kiện đòi hỏi của dề bài, ta có 
thể từni dưực các hệ sô a, p thích hợp. 


B. PIHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 

Vấn đề 1: TÌM PHƯƠNG TRÌNH CỦA MỘT ĐƯỜNG 

A. PHiươNG PHÁP 


Đíể lập phương trình của một đường (L), ta tìm điều kiện cần và đủ để 
M(x; ý) e (L). 

„ , ,, , , T ,, , . íx = f(t) 


Saiu đó biến đổi điều kiện này thành F(x; y) = 0 hoặc 


B. VÍ Dụ 
Ví diụ 1 


y = g(t) 


Viiết phương trình đường trung trực của đoạn thẳng AB với A(l; 3), B(-2; 4). 


M;(x; y) thuộc đường trung trực của AB <=> MA = MB 

» yỊ(xTĩf~+ (y - 3) 2 = Ậx + 2f +(y-4) 2 o 3x - y + 5 = 0. 

Ví dvạ 2 


Tìm phương trình của đường (L) gồm tập hợp các điểm cách đều trục 
hoành và điein A(0; 1). 


Giả sử M(x; y) e (L). 

Hạ MH JL Ox, ta có : M e (L) o MH = MA A M 

A - 

<=> IyI = /x 2 +(y-l) 2 ” 

, 1 2 1 ~Õ H X 

<=> X - 2y + 1 = 0 o y = -r X + -r 
2 2 

(L) là đường parabol nhận A làm tiêu điểm và trục hoành làm đưòng chuẩn. 


Vấn đề 2 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH CỦA ĐƯỜNG THẲNG 

A- PHƯƠNG PHẤP _ 

Nếu biết một điểm thuộc đường thẳng thì cần xác định thêm một trong 
các yếu tô sau của dường thẳng đó. 

- Vectơ chỉ phương._ 
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- Vectơ pháp tuyến. 

- Hệ số góc. 

- Một điểm khác thuộc đường thẳng. 

• Viết phương trình đường thẳng có dạng X = Xo hoặc y = ax + b. Tìừ các 
giả thiết ta sẽ tìm được Xo hoặc a, b. 

• Viết phương trình đường thẳng có dạng ax + by + c = 0. Từ cá'c giả 
thiết, ta cần tìm a, b, c. 


B. VÍ DỤ 

Ví dụ 3 


Cho hai điểm A(l; -3), B(-5; 1). Hãy viết phương trình đường trung trực 
của đoạn AB dưới các dạng khác nhau. 

Giải 

Đường trung trực d đi qua trung điểm I của AB : 

I(—2; -1). d 1 AB nên d có VL tơ pháp tuyến AB = (-6; 4), hay vectơ pháp 
tuyến n = ^ AB = (-3; 2). Từ đó suy ra d có vectơ chỉ phương a = (2; 3) . Vậy 


- Phương trình tham số : 


y = -1 + 3t 


- Phương trình chính tắc : X -- 4 = ^4— • 

s 2 3 

- Phương trình tổng quát : -3(x + 2) + 2(y + 1) = 0 <=> 3x - 2y + 4 = 0. 

3 

- Phương trình theo hệ số góc : y = B X + 2. 

Ví dụ 4 

Cho đường thẳng d : 2x + y - 3 = 0. Viết phương trình đường thẳng d) và 
d 2 đi qua diểm (-1; 2) lần lượt so ng song và vuông góc với d. _ 

Giải 

Ta viết d: y = -2x + 3 = 0, có hệ só' góc k = -2 

• Vì di // d nên dj có hệ số góc ki = -2 và có phương trình 

y = -2 (x + 1) + 2 « y = -2x. 

• d 2 ± d nên d 2 có hệ số góc k 2 = ^ (vì k 2 .k = -Ị) và có phương trình là : 

1 15 

y= 4 (x + 1) + 2 c=> y=4x+^. 

2 2 2 

□ Phương pháp giải khác : 

Vì di // d nên di : 2x + y + c = 0. 
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Do di đi qua điểm (-1; 2) nên - 2 + 2 + c = 0=>c = 0. 
Vậy di : 2x + y = 0. 

Vi d 2 1 d nên d 2 : X - 2y + c = 0. 

Do d 2 đi qua điểm (-1; 2) nên -l-4+c = 0=>c = 5. 
Vậy : d 2 : X - 2y - 5 = 0. 


Vấn đề 3 : ĐƯỜNG THẲNG đi qua một điểm và tạo với một đường thẳng 
CHO TRƯỚC MỘT GÓC CHO TRƯỚC 

A. PHƯƠNG PHÁP 


Dựa vào công thức tính góc giữa hài đường thẳng. 


B. VÍ DỤ , 

Ví dụ 5 


Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm A(0; 1) và tạo với đường thẳng 
X + 2y + 3 = 0 mộ. góc 45°. 

_ (ĐỂ THI ĐẠI HỌC KINH TẺ' QUỐC DÂN HÀ NỘI - 1939) 

Giải 

Đường thẳng X + 2y + 3 = 0 có phương trình dạng hệ số góc là 
, _ 1 3 

2 2 

Đường thẳng cần tìm đi qua A nên có dạng A; y = kx + 1. 

. 1 ,1 

k + ■ k + * 

Vì tg(d, A) = -và (d, A) = 45° nên --- = ± 1 o k = -3, k = - . 

1-_ k l-‘k 3 

2 2 

Ta được hai đường thẳng thỏa mãn các giả thiết của bài toán là : 


y = ~3x + 1; y = “ X + 1. 


□ Phương pháp giải khác : 

Dường thẳng qua A vuông góc với đường thẳng đã cho có dạng 2x - y + c = 0. 
Thay tọa đô của A vào, ta được c = 1. Vậy di : 2x - y + 1 = 0. 

Dường thảng qua A song song với đường thẳng đã cho có dạng X + 2y + c = 0. 
Thay tọa độ của A vào ta được c = - 2. Vậy d 2 : X + 2y - 2 = 0. 

Đường thẳng muôn tìm là các đường phan giác của các góc giữa d] và d 2 : 
x + 2y-2 _ + 2x - y + 1 

yfE Võ 

« 3x + y - 1 = 0, X - 3y + 3 = 0. 
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Vấn đề 4 : TÌM ĐIEM đối xứng của một ĐlấM qua một đường thẳng 

A. PHƯƠNG PHÁP 


Giả sử cho điểm M và 'lường thẳng d. Gọi M' là điểm đối xứng cũa M qua d 

- Lập phương trình 'ường thẳng A qua M, vuông góc với d. 

- Tìm giao điểm I của d và A. 


- Vì I là trung điểm của đoạn MM' nên 


X M = 2x i - X M 

y M / =2yj -y M , 


B. VÍ DỤ 

Ví dụ 6 


Cho d : X - 2y + 2 = 0 và điểm MCI; 4). Tìm tọa độ điểm M' đối xứng với 
M qua d. 


Giải 

Aqua M, vuông góc với d có phương trình dạng 2x + y + c = 0, thay tọa độ 
M vào ta được c = -6 
Vậy A : 2x + y - 6 = 0. 

T . . fx-2y + 2 = 0 T/0 _ _ 


Giao điểm I của d và A 


2x + y - 6 = 0 


1 ( 2 ; - 2 ) 


Từ đó : X M / = 2x t - X M = 2. 2 - 1 = 3; 


y M / = 2y s - y M = 2.2 - 4 = 0. Vậy M' (3; 0). 

□ Chú ý : Điểm I củng chính là hình chiếu của M trên d. Ta suy ra cách 
tìm tọa độ của hình chiếu của M : Lập phương trình dường thẳng qua M, 
vuông góc với d. Giao điểm của hai đường thẳng là hình chiểu muốn tìm. 

Vấn để 5 : KHOẢNG CÁCH GIỮA MỘT ĐlấM VÀ MỘT ĐƯỜNG THÁNG 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Đưa bài toán về việc tìm khoảng cách từ một điềm đến một đường thẳng. 
Áp dụng cống thức dế có kết quẩ .__ 

B. VÍ Dự 

Ví dụ 7 

Cho tam giác ABC có A(2; 4); B (2; -1), C(-l; 3). Tính diện tích củ a tam giá c. 


Độ dài BC = V(-3) 2 +4 2 =5. Muốn tính Sabc ta cần biết thêm chiều cao 
AH, AH = d(A, BC) 

BC : o 4x + 3y - 5 = 0 

-34 J 
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Vậy S ABC = 1.5.3 = ^ 


Vấn đề 6 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG PHÂN GIÁC CỦA MỘT GÓC 

A. PHƯƠNG PHẤP 

Phân giác của góc giữa hai vectơ AB và AC ìa đường thẳng đi qua điểm 
AB AC 

A, có ve< 'hỉ phương ■ + ———. Các phương pháp khác xem ở mục 4 

I ÃBI I ÃcI 

phân tóm tốt lý thuyết. _ 


B. VÍ DỤ 

Ví dụ 8 _ 


Trong mật phẳng tọa độ Oxy cho tam giác ABC với A(-6; -3), B(-4; 3), 
C(9; 2). Viết phương trình đường thẳng d chứa phân giác của góc Â. 

(ĐỀ THI ĐHSP HÀ NỘI 2, KHỐI A - 1999) 


□ Cách 1 : AB = (2; 6), chuẩn hóa ta được : e = -^5- = -~;- 7 =r 1; 

IÃBI tvĩõ yĩõj 

— ♦ , -> AC [ 3 1 1 

AC = (15; 5), chuẩn hóa ta được : f =-— = —pr=r;—7= . 

IÃCI WĨÕ Vĩõ ì 

Từ đó mót vecơ chỉ phương của phân giác trong góc A là : 


e + f = —= ; hay (1; 1). 

[JĨÕ VĨÕJ 

Vậy d : ~— = » y = X + 3. 

□ Cách 2 : AB : o 3x - y + 15 = 0, í = (3, -1); 

2 3 

AC: = ^ ox-3y-3 = 0, n 2 = (1,-3). 

15 5 

VI AB.AB = 60 > 0 nên góc Â nhọn. 

Vi n j .n 2 = 6 > 0 nên phân giác trong của Â (tức phân giác của góc nhọn) 
là 3x - y + 15 = —(x -3y-3)ox-y + 3 = 0. 
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□ Cách 3 : Hai đường phân giác trong và ngoài của góc A là : 

3x - y + 15 = ± (x - 3v - 3 ) 

«d 1 :x + y + 9 = 0 hoặc dj : X - y + 3 = 0. 

Thay tọa dộ của B và c vào phương trình của d 1 , ta được : 

—4 + 3 + 9 = 8>0; 9 + 2 + 9 = 20 >0. 

Suy ra B và c nằm cùng phía đối với ch. 

Vậy phân giác của BAC là da : X - y + 3 = 0. 

□ Cách 4 : Gọi D là chân đường phân giác trong của góc A . Khi dó D chia 

đoạn BC theo tỷ số k = - = - 3 . 

AC õv'10 5 


Vậy tọa độ của D là : X D = 


- k-Xr 


-4 + • 


18 


1 - k 


1 + - 




Yb - k Yc _ 3 + 5 _ 19 


1 - k 


1 + 1 
5 


Phân giác trong của góc A là : 


AD : « X - y + 3 = 0. 

_ _ + 0 — + 3 

7 7 


Vấn dề 7 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH CỦA DƯỜNG THANG THUỘC MỘT CHÙM ĐƯỜNG 

THẲNG 

Ví dụ 9 _ 

Trong mặt phẳng Oxy cho tam giác ABC biết phương trình ba cạnh lá : 

AB : 2x - y + 2 = 0; BC : 2x - 3y - 6 = 0; CA : lOx + 7y - 70 = 0. 

Viết phương trình đường cao AH của tam giác ABC mà không cần tìm tọa 
dộ của đinh A. Tương tự, hiìy viết phương trình đường cao BH mà không cần 
tìm tọa độ điểm B. _____ 

Giải 

Đường cao AH thuộc chùm dường thẳng xác định bời hai đường thẳng AB 
và CA đồng thời vuông góc với dường thẳng BC. Do đó đường thẳng AH có 
phương trình dạng : 

a (2x - y + 2) + P(10x + 7y - 70) = 0 
o(2a + ìopix - (a - 7p )y + 2a - 70p = 0 (1) 

Vì AH X BC nên phương trình trên cần thỏa mãn điều kiện : 

2(2a + 10p) + 3(a - 7p) = 0 (2) 




Từ (2) suy ra 7a - p = 0. Chọn cx - 1, ta có p = 7. 

Vậy dường cao AH có phương trình 9x + 6y - 61 = 0. 

Tương tự, đường cao BH có phương trình dạng 

(2a + 2P'x - (a + 3P)y + 2a - 69 = 0 với điều kiện : 

10(2a + 2P) + 7(-a- 3p) = 0 => 13cx - p = 0. 

Chọn a = 1, ta có p = 13. 

Vậy đường cao BH có phương trình là : 7x - lOy - 19 = 0. 

c. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 

Bài 1 

Lập phương trình đường thẳng chức các cạnh của tam giác ABC biết đỉnh 
A(;3 ị_- 4_)_và hai dường cao là : 7x - 2y - 1 = 0 và 2x - 7y - 6 = 0. _ 

Giải 

Thay tọa độ của A vào phương trình của hai đường cao, ta thấy không 
thõa mãn. Vậy 2 đường cao đó thuộc đinh B và c. Giả sử BI : 7x - 2y - 1 = 0, 
CK : 2x - 7y - 6 = 0. Cạnh AB nằm trên đường thẳng đi qua A, vuông góc 
với CK nên có vectơ chỉ phương là (2; -7). 

Vậy AB : cx> 7x + 2y - 13 = 0. 

J 2-7 

Tặíơng tự cạnh AC nằm trẽn đường thẳng đi qua A, vuông góc với BI nên 
vectơ chỉ phương (7; -2). 

Vậy AC : o 2x + 7y + 22 = 0 

Tọa độ đinh B là nghiệm của hệ |^ x ^ 0 => B(l; 3) 

|7x + 2y-13 = 0 

Tọa độ đinh c là nghiệm của hệ !^ x ^ 0 => C(-4; -2) 

[2x - 7y - 6 = 0 

Vậy BC : <=>x-y + 2 = 0 

-4-1 -2-3 

Ta được phương trình đường thẳng chứa các cạnh của tam giác lần lượt là 
7x + 2y - 13 = 0; 2x + 7y + 22 = 0; X - y + 2 = 0. 

Bài 2 

Cho tam giác ABC có ba đỉnh A(5; 6), B(-3; 2), C(2; -3). 

a) Lập phương trình đường cao AA' và BB'. 

b) Tìm tọa độ trực tâm H của tam giác ABC. 

c) T ính diện tích tam giác ABC. 
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Giải 


a) Vì AA' 1 BC nên đường thẳng AA' đi qua A và có vectơ pháp tuyên BC = (5; —5). 
Từ đó : AA' : 5(x - 5) - 5(y - 6) : 0 C5 X - y + 1 = 0. 

Tương tự, BB' có vectơ pháp tuyên AC = (-3; -9) 

BB' : -3tx + 3) - 9(v -2) = 0«x + 3y-3 = 0. 

b) Trực tâm H là giao điểm của AA và BB' 

Ịx + 3y - 3 = 0 

c) Ta cần tính cạnh BC và dường cao AA' : 


BC = y(2 f 3) 2 + (-3 - 2) 2 = 5v'2 


Phương trình của BC 


X + 3 
2 + 3 


3-2 


<=>x + y + l = 0 


AA = d(A, BC) = = 6^2 

v'l 2 +l ? 

S^BC = ị BC.AA = 4 .5V2.6V2 = 30. 
2 2 

Bài 3 


Cho điểm A(4; 2). Tìm điểm B sao cho : 

a) OAB là tam giác đều, 

OÀ, OB 

V 

= 60°. 

b) OAB là tam giác cân, 

ÒẨ, OB 

= 45°. 


Giải 



Vì y 0 > 0 nên Xoi > 0. tức là Xo = 2 - v'3 và tọa độ cửa B (2 - \Í3 ; 1 + 2 V 3 ). 
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Lậj phương trình hai đường thẳng di và d 2 theo thứ tự đi qua A(0; 4) và 
B(5; 0, biết rằng phân giác của một trong các góc tạo bởi di và d 2 lặ d có 
phương trình 2x - 2y + 1 = 0. __ 

Giải 


Điển A' đối xứng với A qua d thuộc o 2 . Từ đó ta suy ra cách g’ải : Tìm tọa 
độ của A'; d 2 chính là đường thẳng qua B, A'. Tìm giao điểm M của d và d 2 ; 
di chính lấ dường thẳng qua A, M. 

Gọil là giao điểm của AA' và d. 

AA' đi qua A(0; 4) và vuông góc với đ nên có vectơ chỉ phương là (2; -2). 



Í2x - 2y + 1 = 0 
Ịx + 3y - 5 = 0 


<=> M 


7.11 
8 ’ 8 
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d 2 = MA : ĩ—- = -2-— o 3x - y + 4 = 0. 

7 11 

8 8 


Ta có kết quả : di : X ■+ 3y - 5 = 0; d 2 : 3x - y + 4 = 0. 

Bài 5 

Cho đường thẳng d : X - 2y + 2 = 0 và hai điểm A(0; 6), B(2; 5). Tìm điểm 
M trên d sao cho : 

a) MA + MB nhỏ nhất. _ b) IMA-MB1 lởn nhát. __ 

Giải 



BA' : --ậ = X-4; o 7x + 2y - 24 = 0. 
4-2 -2-5 


íx - 2y + 2 = 0 

< =>M, 

Í“AÌ 

[7x 1 - 2y - 24 ---- 0 

00 


b) Ta có I MA - MB I < AB, gọi M 2 là giao điểm CỎI AB và d thì 


max I MA - MBI = IM 2 A - M 2 B1. Ta tìm tọa độ điểm M 2 


X + 2y - 12 = 0. 


Ma 


2 -1 
X - 2y + 2 Oi 
X + 2y - 12 = 0 


M 2 5; 


7 ì 


Bài 6 

Cho đường thẳng d : (1 + 2m)x - (2 + 3m)y + 7 + 12m = 0. 

a) Chứng tỏ rằng khi m thay đổi, d luôn luôn đi qua một điểm cốđịmh 

b) Xác định m đê d song song với dường thẳng A : 3x - 4y - 12 = O.Tìm 

khoáng cách giữa d vả A.____ 
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Giải 

a) Viết lại phương trình của d dưới dạng chùm đường thẳng : 

(2x - 3y + 12)m + (x - 2y 7) = 0 

Chùm đường thẳng này dược xác định bời đường thắng 2x - 3y + 12 - 0 
và đường thẳng X - 2y + 7 = 0. 

f X - -3 


2x - 3y + 12 = 0 

Hệ { có nghiệm 

\x - 2y + 7 = 0 

thẵng d khi m thay đối. 

, . , , .. , 1 + 2m -(2 + 3m) 7 + 12m 

b) xlứ A // d phai có ———— = ———— * ——— . 

3 -4 -12 


nên điểm (-3; 2) luôn thuộc đường 


1 + 2in 

ấ 


-(2 + 3m) 
-4 


<=> m = -2. 


17 


• Với m = -2 : -1 = -1 ~ 

12 

Vậy m = -2 thì A // d. 

Điểm M(-3; 2) thuộc d. 


đ(A, d) = d(M, A) = - 


3(-3) - 4.2 - 12 I 
V 3 2 +(-4) 2 
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Bài 7 


Cho tam giác ABC cân tại A (AB = AC). Biết cạnh BC có phương trình 
2x - 3y - 5 = 0; cạnh AB có phương trình : x + y + 1 = 0; cạnh AC đi qua 
điểm M(l; 1). Viết phương trình cạnh AC. 


Giải 

Giả sử đường thẳng qua M song song với BC cắt AB tại N. Gọi I là trung 
điểm của MN thì AI 1 BC. Từ đây viết được phương trình của AI; A là giao 
điểm của AI và AB, AC chính là đường thẳng qua A và M. 

Đường thẳng qua M song song với BC có phương trình : 2x - 3y + c = 0. 
Thay tọa độ của M vào ta được 2-3 + c = 0=>c = l. 

Vậy được phương trình 2x - 3y + 1 = 0. 

Giao điểm N của đường này và cạnh AB có tọa độ 


N 


N 


ịx + y + 1 = 0 
. 2x - 3y = 1 = 0 

Trung điểm I của MN có tọa độ : 


-í + l 


Xi = 


1 - -7+1 

_ 1 , _ 5 

= ử ;yi= 2 


= - => I 



Đường thẳng AI qua I, vuông góc với BC nên có phương trình 
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1 2 

X y - _ 

AI : —-li = —JL c=> 30x + 20y 11 = 0 
2 -3 


Í30x + 20y-ll =0_ ự 31 41 'ị 

[x + y + 1 = 0 1.10’ 10 J 


AC = AM : » 17x + 7y - 24 = 0 

ĩõ 1 “ĩõ ' 1 

Vậy ta có : 17x + 7y - 24 = 0 là phương trình của đường thẳng chứa cạnh AC. 
□ Phương pháp giải khác 

Qua M kẻ đường thẳng song song với AB. 

Khi đó AC là một trong hai đường thẳng đi qua M tạo với BC góc bằng 
góc B (đường thẳng còn lại song song với AB). Từ đó ta có phương pháp giải : 


B là góc giưa AB : X + y + 1 = 0 và BC : 2x - 3y - 5 = 0 nên 
pnc £ = 1 1.2 + 1 .(-3) I = J_ 

” Vl 2 +1 2 ^2 2 + 3 2 " V 26 

Gọi k là hệ số góc của AC muôn tìm, khi đó : 

AC : y = k(x -l)+l<=>kx-y + l- k = 0 

_I k.2 + <—!).(—3) ỉ I 2k + 3 1 

và cos c = === = —===== 




+ 3 2 Jmk 2 + 1 ) 

2k+_3 I 
2 



Vi B = c nên -ị= = -ỊMịLL o k 2 + 1 = 2(2k + 3) 2 
V26 i/l 3( k 2 + 1) 


o 7k 2 + 24k + 17 = 0 o k = -1, k = -ỊỊ. 

7 

• Vì hệ s<ố góc của AB là -1 nôn k = -1 thì đường thẳng song song với 
AB, ta loại trường hợp lì ày 

17 _ 17 

• Với k = ~4-ta có AC : y = (x - 1) + 1 o 17x + 7y - 24 = 0. 

7 7 

Bài 8 

Lập phương trình các cạnh của tam giác ABC nếu B(-4; -5) và hai đường 
cao có phương trình lần lượt là : 5x + 3y - 4 = 0, 3x + 8y + 13 = 0 . _ _ 

Giải 

Vi 5(-4) + 3(-5) - 1 = - 39 * 0; 3(-4) + 8(-5) + 13 = -39 * 0 
nên hai đường cao mói trên không qua đỉnh B. 

Giả sử : AH : 5x + 3y -4 = 0; CK : 3x + 8y + 13 = 0 
AB qua B và vuôing góc với CK nên có phương trình 
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AB 


X + 4 _ y + 5 


<=> 8x - 3y + 17 = 0 


3 8 

I3C qua B vuông góc với AH nên có phương trình 

BC : í-i! = c=> 3x - 5y - 13 = 0. 

5 3 

A là giao điểm của AB và AH 

Í8x-3y+ 17 =0 
[5x + 3y - 4 = 0 

c là giao điểm của BC và CK. 

„ Í3x - 5y - 13 = 0 
c : r „ _ " => C(l; - 2) 

[3x + 8y + 13 = 0 

Vậy AC : -ĩ-lỊ- = ~~~ o 5x + 2y - 1 = 0. 
-1-13+2 


A 


A(-l; 3) 


Bài 9 


Lập phương trình các cạnh của tam giác ABC nếu B(2; -1), đường cao và 
đường phân giác trong qua hai đỉnh A, c lần lượt có phương trình là : 

3x - 4y + 27 = 0; X + 2y - 5 = 0. 


Giải 

Ký hiệu như trpng hình vẽ. Đường, thẳng BC đi qua B, vuông góc với 
đường cao AH nên ta có : 

X - 2 y +1 o.. c ^ B' 

3-4 

Gọi B' là điểm đối xứng với 
B qua CD, BB' _L CD 

BB’ : <=>2x-y-5 = 0 

1 2 

fx + 2y - 5 = 0 

I : r ^ 1(3; 1) 

Ị 2x - y - 5 = 0 



B' : 


c : 


x 0 / = 2xj - x B = 2.3 - 2 = 4 
y ữ i = 2yi -yB = 2.1 + 1 = 3 
4x + 3y - 5 = 0 

■ C(-l; 3) 


B' (4; 3) 


[x + 2y - 5 = 0 

AC = B'C, BC = (-5, 0), B'C : 0(x - 4) + 5(y - 3) = 0. 
Vậy AC : y - 3 = 0 
A là giao điểm của AH và AC 
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, Í3x-4y+ 27 = 0 . , 

A : => A(-5; 3). 

1 y = 3 

Từ đó, ta , 'V ra phương trình của AB là : 

. „ X + 5 y 3 ...... r.. 1 _ r\ 

AB : -7 = -i-—- o4x+ 7y -1=0. 

2+5 -1-3 

Vậy ba cạnh của tam giác BC có phương trình là : 

AB : 4x + 7v - 1= Ư; BC : 4x + 3y - 5 = 0; CA : y - 3 = 0 


Bài 10 _ 

Cho hai đường thẳng d! : 3x + 4y - 2 = 0 và dọ = .°x - 4y + 3 = 0. Tìm tập 

hợp (L) các điểm cổ khoáng cách đến d i gấp dôi khoảng cách đến dg. __ 

Giải 

|3x + 4y - 2| 2 I 3x - 4y + 3 1 

M(x; y) e (L) <=> d(M, dj) = 2d(M, d 2 ) CD — ===== = - =- . — — 

V3 2 + 4 2 V 3 3 + 4 2 




3x + 4y - 2 = 2(3x - 4y + 3) 
3x + 4y - 2 = -2(3x - 4y + 3) 


3x - 12y + 8 = 0 
9x - 4y + 4 = 0 


Vậy (L) là tập hợp các điếm của hai đường thẳng có phương trình trên. 


Bài 11 ___ 

Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm A(4; 1) và tạo với hai nửa 

trụ c dương Ox, Oy một tam giác có diện tích báng 9. ___ 

Giải 


Giả sử đường thẳng qua A cắt Ox tại M(a; 0) và Oy tại N(0; b). Khi đó 

a > 0, b > 0 và phương trình đường thẳng là - + - = 1. 

a b 


, 4 1 ÍẰ . 

Vì A(4; 1) thuộc đường thẳng nên - + ~ = 1 => b = ——— (a > 4) 

a b a - 4 


Smon = - -°N - ab - - 

2 2 2 a - 4 

1 a 2 _ 

Smon = 9 •=> A-r—■ = 9 a 2 - 18a + 72 = 0 <=> 

2 a - 4 

a = 6 => b = 3. Ta được phương trình dường thẳng là : 


a = 6 
a = 12 


1 <=> x + 2y - 6 = 0. 

6 3 

3 

• a = 12 => b = — . Ta được phương trình đường thăng là : 


~- + =1 -ox + 8y-12 = 0. 

12 3 

2 
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Bài 12 ___ 

Trong mặt phăng tọa độ Oxy cho hai đường thẳng : 

A 1 : 4x - 3y - 12 = 0; A 2 : 4x + 3y - 12 = 0. 

a) Tim tọa độ các đỉnh của tam giác có các cạnh lần lượt nằm trên các 
đường thắng A 1 , A 2 và trục tung. 

b) Xác định tâm và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác nói trên. 

__ (DỀ THI DẠI HỌC HUẾ. KHỐI D, 1997) 

Giải 


a) Các đinh nằm trên trục tung có tọa độ là nghiệm của hệ : 

= 0 

|4x-3y-12 = 0 
fx = 0 

[4x + 3y-12 = 0 

Đỉnh là giao điểm của A 1 , A 2 có tọa độ là nghiệm của hệ : 
Í4x - 3y - 12 = 0 
|4x + 3y - 12 = 0 


Và 


A(0; - 4) 

• B(0; 4) 

, A 2 có t 

C(3; 0). 


b) Tam giác ABC càn (vì CA = CB), do vậy tâm I nằm trên trục hoành, 
I(a; 0), a > 0. Vì OI = d (I, A i) nên a = - ■ 


4a - 12_ 

• a = ——— => a = -12 (loại). 
5 


-4a + 12 _4 

• a = —— - => a = -£■. 

5 3 

Vậy đường tròn nội tiếp có tâm I; 0 j , bán kính r = 


4 

3' 


Bài 13__ 

Trong mặt phăng Oxy viết phương trình dường thẳng song song với 
đường thẳng d : 3x - 4y + 1 = 0 và có khoảng cách đến d bằng 1. 

_ (ĐẾ THI DẠI HỌC HUẾ - KHỐI D - 1998) 

Giải 

Đường thẳng A song song với d nén có dạng : 3x - 4y + m = 0. 

Dề thây điểm A(l, 1) thuộc d nên ta có : 

... . I 3 - 4 + m I _.__ 

d(A, A ) = — , = = = — = 1 o m = -4, m = 5 

Va 2 +4 2 

Vậy có hai đường thẳng cần tìm của bài toán là : 

3x - 4y -- 4 = 0; 3x - 4y + 5 = 0. 
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Bài 14 


Trong mặt phăng tọa độ cho các điểm p(2; 3), Q(4; -1) và R(-3; 5) lần 
lượt là trung điểm các canh của một tam giác. Hãy lập phương trình các 
đường thẳng chứa các cạnh eúa tam giác đó. 

__(D K THI DHQG HẢ NỘI - KHỐI A - 1995) 

Giải 

Giả sử p, Q, R lần lượt là trung điểm các cạnh BC, CA, AB của tam giác. 

Vì BC // QR nên BC có vectơ chi phương QR = (-7; 6). BC đi qua p nên có 
phương trình là : 

BC : o 6x + 7y - 33 = 0 

- 7 6 


Tương tự, ta có : CA : 2x + 5y - 3 = 0; AB : 2x + y + 1 = 0. 

Bài 15 

Cho tam giác ABC có M(-2; 2) là trung điểm cạnh BC. Cạnh AB có 
phương trình là X - 2y - 2 = 0, cạnh AC có phương trình là 2x + 5y + 3 = 0. 
Hãy xác định tọa độ các đinh cùa tam giác. 

_ (DẾ THI DẠI HỌC TẢI CHÍNH KẾ TOÁN HÀ NỘI - 1996) 

Giải 

Tọa độ đỉnh A là nghiệm của hệ phương trình : 

;°„=-AÍí;-Ịi 

[2x + 5y + 3 = 0 (9 o) 


Đường thẳng qua M song song với AB có phương trình dạng X - 2y + c = 0. 
Thay tọa độ M vào ta được c = 6. Vậy phương trình đường thẳng qua M, song 
song với AB là X - 2ỵ + 6 = 0. 

Từ đó, tọa độ trung điểm N của AC là nghiệm của hệ : 


jx-2y + 6 = 0 
[2x + 5y + 3 = 0 


=?N(-4; 1) 


Vì 


X N = 


Xạ + X( 

2 


=> V =2x n 


- X A = - 


76 

9~ 


y A +y c „ 25 

y N = lA ~ L => y c = 2y N - y A = f • 


76 25 
Vậy : c — 


__ . .. ... _ , 76 40 .. - . ■ „ 25 _ 11 

Tương tự : X B = 2x m - Xc = -4 + = Y ; y» = 2y M - y c = 4 - Y = — 

Vậy : B 

9 9 
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Bà U6_ 

Tiong mặt phảng tọa độ Oxy cho các điểm A(2; 1), B(0; 1), C(3; 5), D(-3; -1). 

a) Tính diện tích tứ giác ABCD. 

b) Viết phương trình các cạnh của hình vuông có hai cạnh song song đi 
qua A, c và hai cạnh song song còn lại đi qua B, D. 

__ (ĐẾ THI DHSP HẢ NỘI H - 1997) 

Giải 


a) 'Vì A và B có cùng tung độ nên AB // Ox. Từ đó : 
d(C, AB) = ly c - y A l = 4 
d(D, AB) = lyu - y A l =2 
AB = IX A - X B I =2 

c và D nằm về phía đôi với AB, do đó : 

Sabcd = Sabc + Sabd = + —— - 6 • 


b) Các đường thẳng đi qua A, c song song với trục tung có khoảng cách là 1; 
các đường thẳng đi qua B, D song song với trục hoành có khoảng cách là 2 
nên chúng không tạo thành một hình vuông. Do vậy ta có thể xét các đường 
thẳng đi qua A, c song song với nhau dạng : 

D, : y = k(x - 2) + 1; D 2 : y = k(x - 3) + 5 
và các đường thẳng đi qua B, D vuông góc với cặp đường thẳng nói trẽn dạng 


A, :y = -Ị(x-0)+ 1; A 2 : y =--^(x + 3) - 1. 
k k 

Để bỗn đường thẳng này tạo thành một hình vuông cần phải có : 
d(A, D 2 ) = d(B, A 2 ); D 2 : kx - y + 5 - 3k = 0 

A 2 :x + ky + k + 3 = 0 


I -k + 4112k + 31 ,1 ..2 , 01 „.2 1 rr. I 1 

yĩ^Tĩ síkũĩ 3 


Vậy bài toán có hai lời 


D, 

: y = -7x + 15; 

A 1 

: y = - X + 1; 

7 

D, 

1 1 

: y = —X + — ; 
3 3 

A 1 

: y = -3x + 1; 


giải : 

D 2 : y = -7x + 26 
. 1 4 

ií:y= 7 X 7' 

Do = r x + 4 
2 3 

A 2 : y = -3x - 10. 


Bài 17 __ 

Cho đường thẳng A: 4x + 2y - 13 = 0. Hãy tìm đường thẳng d 2 đô'i xứng 
vổi đường thẳng di :x + y- 3 = 0 qua A._ 
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Giải 


Nếu di cắt A tại A thi A thuộc ch 

Nếu dj chứa B thì điếm B đôi xứng với B qua A thuộc d 2 . 

Do đó, ta có cách giải sau đây : 

Giao điểm A của A và dị có tọa độ thỏa mãn hệ phương trình : 
4x + 2y-13 = 0_j7 1) 

X + y-3 = 0 ^ \ 2 ’" 2 J ’ 

Trong phương trình của d] cho X = 0 => y = 3. 

Vậy B(0; 3) e di 
Ta sẽ tìm B' đối xứng B qua A 
Đường thẳng qua B vuông góc với A : 

x-0_y-3 o„,c_n 

4 2 

... T , í X - 2y + 6 = 0 Zl\ 

Giao điểm I của BB với A: < 7 1 11 ■— Ị —■ ■ 

[4a + 2y - 13 = 0 y5 10) 




Từ đó : 


7 „ 14 

X B / = 2xj - Xg =2.--0 = y 

_ „ _ o 37 Q _ 22 

y B -2 yi -y B =2.^-3 = ^ 


d 2 = AB ; : 


7 

X - — 
2 


14 _ 7 
5 2 



22 1 
5 + 2 


o 7x + y - 24 = 0. 


Bài 18 _ 

Lập phương trình các cạnh của tam giác ABC nếu A(l; 3) và hai đường 

trung tuyến có phương trình là x - 2y + 1 = 0 và y - 1 = 0. _ 

Giải 

Dễ dàng thử thấy A không thuộc hai trung tuyến đả cho. Ta có thể coi 
trung tuyến CP : X - 2y + 1 = 0 và trung tuyến BN : y - 1. Ký hiệu G là 
trọng tâm của tam giác ABC. 

_fx-2y + l = 0 , 

GC , => G(l; 1). 

Ịy - 1 = 0 

Nô'i AG, kéo dài cắt BC tại M và đặt trên đường thẳng này MG' = MG. 
Khi đó BGCG' là hình bình hành và GA = GG‘. 


Xg = 

X Q/ X A 

=> X G = 2 x g - 

X A = 2 - 1 = 1 

2 

yc = 

y G ’ + - V A 

2 

=> y G - = 2 y c - 

- y A = 2 - 3 = - 1 . 
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Vậy G' (1; -1). 

<G'B // CP nên phương trình G'B có dạng : X - 2y + c = 0 
Đường này đi qua G' nên : 1 - 2 (-1) + c = 0=>c=3 
Vậy G'B : X - 2y - 3 = 0 
B là giao điểm của BN và G'B nên : 

- 2y - 3 = 0 

Ly = 1 


B 


=ĩ> B<5; 1) 


Đưdng này đi qua G' nên : - 1 + c = 1. 
Vậy G'C : y + 1 = 0 
c là giao điểm của G’C và CP nên : 

[y + 1 = 0 
1X - 2y + 1 = 0 
x-1 y- 3 


C(- 3; -1) 


Tù đó; AB : 


AC 


BC 


5-1 1-3 

x-1 y-3 

-3-1 ~-1-3 
X - 5 _ y - 1 
-3-5 -1-1 



=s> AC : X - y + 2 = 0. 
=> BC : X - 4y - 1 = 0. 


Bài 19 


Cho tam giác ABC có đỉnh B(l; 2). Đường phân giác trong AD của góc Â 
có phương trình là : X - y - 3 = 0. Đường trung tuyến CM qua đỉnh c có 
phương trình là X + 4y -T9 - 0. Lập phưoỊĩg trình các cạnh của tam giác ABC. 


Giải 

Qua B dựng đường thẳng vuông góc với đường phân giác AD, cắt AD tại I, 
cắt BC tại K. Gọi N là trung điểm của BI. Vì MN // AD nên nếu biết tọa độ 
điểm N sẽ tìm được phương trình của MN. Từ đó ta sẽ tìm được tọa độ điểm 
M (là giao điểm của MN và CM). 

Do đó ta lập được phương trình cạnh AB, từ đó tìm được tọa độ điểm A. 
Biết A và K ta sẽ có phương trình cạnh AC. 

■ A 

Từ đó tìm được c và phương trình cạnh BC. 

X - 1 = y - 2 
1 ~ -1 
|x+y-3 = 0_ 
íx-y-3 = 0 = 

[ X K = 2xj - X B = 5 

Uk = 2yi -y B = -2 


BK 


I : 


K : 


<=>x + y- 3 = 0 


I (3 ; 0) 


K (5; -2) 
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=> N(2; 1) 


tN =íi3 = 2 
N 2 


MN : l(x - 2) -l.(y -l) = 0«x-y-l=0 

M: í*: ĩ; 1 ; 0 =M(-l;-2>. 

|x + 4y + 9 = 0 


X -1 _ y - 2 


• AB & AM : —- = o 2x - y = 0 

- 1-1 - 2-2 


2x - y = 0 
X - y - 3 = 0 


A(-3; -6). 


X + 3 _ y + 6 


• AC = AK : = -2-—^- ox-2y-9r0 

5 + 3 -2 + 6 


X - 2y - 9 = 0 
X + 4y + 9 = 0 


C(3; -3). 


• BC : í—Ị = » 5x + 2y - 9 = 0. 

3-1 -3-2 


Cho tam giác ABC có AỊ^ > g J > h a i đường phân giác trong vẽ từ B và c 

lần lượt là d! : X - 2y - 1 = 0 và di! : X + 3y - 1 = 0. Viết phương trình các 
cạnh của tam giác dã cho. _ 


Gọi Ai, A 2 lần lượt là các điểm đối xứng của A qua di, d 2 . Khi đó Ai, A 
thuộc đường thẳng BC. 

' í A 

Từ đó, ta có cách giải : 

4 7 

x "ỉ y ~i _ . < 

AA; : —2. = —— o2x + y- 3 = 0 
1 -2 


1- t. 2y .'ỉ:! => lfỊ;ỉl 

[2x + y- 3 = 0 V 5 5 ) 

7 4 

X A , = 2x> - X A = 2.- - r = 2 
. Ai : 1 ị ỉ 

y Al =2y,-y A = 2 .\~l = -i 



A, (2; -1) 


i 7 
X - ■+ y - - 

5-5 


<=>3x-y-l = 0 





=> A 2 (0; -1) 


K : í! x ;r!:í!= K íwì- 

lx+3y-l-0 u 5 ) 

2 4 

2x k -Xa = 2.^ - ^ = 0 

A a : ! r 

„17 

2y K -y A = 2 .±-ị = -i 

5 5 


Vi A[ A 2 đều có tung độ là -1 nên BC 3 AjA 2 : y + 1 = 0. 


X - 2y - 1 = 0 
y+1 = 0 


• B(-l; -1); c : 


X + 3y - 1 = 0 
y +1 = 0 


C(4; -1) 


4 7 
X - j y-- 

Từ đó AB : - ị = -- %- o 4x - 3y + 1 = 0 

-1 - ị -1-ị 

5 5 


4 7 

AC : -1 = -—c? 3x + 4y - 8 = 0. 

4_ 5 ~ 1_ 5 


Tóm lại, phương trình của các cạnh là : 

AB : 4 ; - 3y + 1 = 0; AC : 3x + 4y - 8 = 0; BC : y + 1 = 0. 

Bài 2 1__ 

Hãy lập phương trình tổng quát của đường thẳng đi qua điểm I(-2; 3) và 
cách đều hai điểm A(5; -1) và B(3; 4). 

__ (DỀ THI DẠI HỌC TÂY NGUYÊN -KHỐI D - 2000) 

Giải 

Đường thẳng đi qua I có phương trình là : 

: X = -2 hoặc A 2 : y = k(x + 2) + 3o>kx-y + 2k + 3 = 0 
Dể thây d(A, Ai) = 7, d(B, Aj) = 5 nên A] không thỏa mân bài toán. 

A 2 thỏa mãn bài toán » d[A, A 2 ] = d[B; A 2 ] 

|5k + 1 + 2k + 3| _ |3k - 7 + 2k + 3| 

Vk 2 + 1 Vk 2 + 1 * 

fk = 0 

o 7y + 4 = ± (5k - 4) o * 

k = -4 

Vậy có hai đường thẳng qua I cách đều A và B là y = 3, y = -4x - 5. 

□ Phương pháp giải khác (không dùng hệ số góc) 

Giả sử đường thẳng cần tìm có phương trình là : Ax + By + c = 0 

Vì I(- 2; 3) thuộc đường thẳng nên : -2A + 3B + c = 0 (1) 

Vi dường thẳng cách đều A(5; -1) và B(3; 4) nên : 
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|5A - B + C| |3A + 4B + c| 

1 7= ... 1 = !-=====-! o 5A - B + c = + (3A + 4B + C) (2) 

Va 2 + B 2 Va 2 +B 2 

Từ (1) và (2), ta có hai trường hợp : 

ị- 2 A + 3B + c = 0 Ị- 2 A + 3B + c = 0 

[5A - B + c = 3A + 4B + c ^ ỊA - 4B = 0 

Chọn B = 1, ta được A = 4, c = -5. Vậy có đường thẳng thỏa mãn bài 

toán là : 4x + y - 5 = 0. 

Í-2A + 3B+C = 0 í- 2A + 3B + C = 0 í A = 0 

[5A - B + c = -3A - 4B - c ° [4A - 3B - c = 0 ° [3B + c = 0 

Chọn B = 1, ta được c = -3. 

Vậy có đường thẳng thỏa mãn bài toán là : y - 3 = 0. 

Bài 22 

Cho hai dường thẳng có phương trình :2x + 3y+l = 0vàx-y + 3 = 0. 
Tìm phương trình đường thẳng d đi qua giao điểm của hai đường thẳng nói 
trên và song song vđi đường thẳng : 3x - 5y = 0. _ 

Giải 

Phương trình đường thẳng d có dạng : a(2x + 3y + 1) + P(x - y + 3) = 0 

<=> (2a + P)x + (3a - P)y + (a + 3P) = 0 
Vì d song song với đường thẳng : 3x - 5y = 0, nên : 

Í 2a + p 3a - p or> ( _ „ 

3 -5 <=> ị „ ■=> 

a + 3 p,0 l a + 3 ^° ÍP = - 19 

Vậy d : 2(2x + 3y + 1) - 19(x - y + 3) = 0 o 3x - 5y + 11 = 0. 

Bài 23 

Tìm m để ba đường thẳng sau đây đồng quy : 

_ (di) : mx + y - 4 = 0; (d 2 ) : 5x - 2y + 3 =* 0; (d 3 ) : mx + 3y - 2 = 0. 

Giải 

Phương trình (d 3 ) có dạng : a(mx + y - 4) +P(5x - 2y + 3) = 0 

o (ma + 5p)x + (a - 2p)y + (- 4a + 3P) = 0 

( ma + 5p = m 
a - 2p = 3 
- 4a + 3p = -2 

Từ hai phương trình sau ta có a = -1, p = -2. Thay vào phương trình dầu 
ta được : -m - 10 = m o m = -5 

Vậy m = -5 thì ba đường thẳng đã cho đồng quy. 


40 







Bài' 2 4_ 

Trong mặt phăng cho tam giác ABC với A(l; 1), đường cao hạ từ B và c 
lần lượt nằm trên đường thẳng (dị) : -2 + y - 8 = 0 và (d 2 ) : 2x + 3y - 6 = 0. 

Hãy viết phương trình đường thẳng chứa đường cao hạ từ A và xác định 
tọa độ các đinh B, c của tam giác ABC. 

_ __ (DẾ THI DẠI HỌC SƯ PHẠM HÀ NỘI 2 - 2000) 

Giải 


Gọi (d 3 ) là đường cao hạ từ đỉnh A thì (da) có phương trình : 

(da) : k(-2\ + y - 8) + p(2x + 3 y - 6) = 0 
<=> (d 3 ) : (~2k + 2p)x + (k + 3p)y - (8k + 6p) = 0 
Vì (da) qua A(l; 1) nên : -2Ằ + 2p + X + 3p - 8k - 6p = 0 » -9À - p = 0 
Chọn k = -1 => ị .1 = 9, ta có : 


(d 3 ) : 20x + 26y - 46 = 0 o lOx + 13y - 23 = 0 
AB 1 (d 2 ) => AB : 3x - 2y + c = 0. Vì A 6 (AB) nên 3-2 + c = 0=>c = -l. 
Suy ra AB : 3x - 2y - 1 = 0 
B là giao của AB và (di) : 

3x - 2y - 1 - 0 
-2x + y- 8 = 0 

AC 1 (d|) và đi qua A nên AC : X + 2y - 3 = 0 
X + 2y - 3 = 0 
2x + 3y - 6 = 0 


B 


B(-17; - 26) 


C(3; 0). 


Chú ý : Ta có thể viết phương trình (d :l ) theo cách : (di) qua A và vuông 
góc với BC. 


D. CÁC ĐỂ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 

01. Cho tam giác ABC có các đỉnh A(l; 1), B(4; 5), C(13; -4). Gọi M, N, p 
theo thứ tự là trung diểm của các cạnh BC, CA, AB. 

a) Viết phương trình các cạnh của tam giác. 

b) Viết phương trình đường thẳng PN và đường trung tuyến AM. Gọi I là 
giao điểm của PN và AM. Kiểm tra lại rằng I là trung điểm của PN và 

ÃỈ = ĨM . 


ĐS : a) AB : 4x - 3y - 1 = 0; BC : X + y - 9 = 0; CA : 5x + 12y - 17 = 0. 



02. Cho ba điểm A(3; 5), B(-l; 3), C(4; 1). Viết phương trình đường thẳng đi 
qua A và tạo với BC một góc 45 u . 

ĐS : 3x - 7y + 26 = 0; 7x + 3y - 36 = 0. 
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03. Lập phương trình đường thẳng qua điểm M(2; 7) và cách điểm N(l; 2) 
một khoảng bằng 1. 

ĐS : 12x - 5y + 11 = 0; X - 2 = 0. 

04. Cho hai điểm A(1 1 ), B(7; 4) và đường thẳng d : 2x - y - 4 = 0. Chứng 
minh rằng d cắt đoạn AB tại một điểm M. Tính tỷ số . 



05. Cho hai điểm A(0; 5), B(4; 1) và đường thẳng d : X - 4y + 7 = 0. Tìm 
điểm c trên d sao cho tam giác ABC là tam giác cân đáy AB. 

ĐS : C(l; 2). 

06. Cho hai đường thẳng d, d 2 theo thứ tự có phương trình là : 

3x + 4y - 1 = 0; 4x + 3y + 5 = 0. 

a) Viết phương trình các đường phân giác các góc hợp bởi đường thẳng di 
và d 2 . 

b) Viết đường phân giác của góc nhọn hợp bởi di và d 2 . 

ĐS : a) X - y + 6 = 0; 7x + 7y + 4 = 0. b) 7x + 7y + 4 = 0. 

07. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d có phương trình 2x - y - 1 = 0 
và điểm 1(1; 2). 

a) Tính khoảng cách từ I đến d. 


b) Tìm tọa độ điểm I' đối xứng với I qua d. 


ĐS : a) 


Võ. 

5 ’ 



6.19' 
5 ’ 10, 


08. Viết phương trình các dường trung trực của tam giác ABC biết trung 
diểm của các cạnh là M(-l; -1), N(l; 9), P(9; 1). 

ĐS : X - y = 0; 5x + y - 14 = 0; x + 5y - 14 = 0. 

09. Trong mặt phăng cho h ai đường thẳng d,, d 2 có phương trình : 
di : kx - y + k = 0;; d 2 :(1 - k 2 )x + 2ky - (1 + k 2 ) = 0. 

a) Chứng minh rằng khu k thay đổi, d| luôn đi qua một điểm cố định. 

b) Với mỗi giá trị k, hãy xác định giao điểm của di và d 2 . 

c) Tìm quỹ tích giao điểm của di, dv khi k thay đổi. 

_ 1_u 

ĐS : a) Điểm cố định A(-l; 0). b) x = -—— ; y = —— 

1 + k 2 1 + k 2 

c) X 2 + y 2 = 1. 

_ 3 

10. Cho diện tích tam giác ABC là s = ^ , hai đỉnh A(2; -3); B(3; -2) và trọng 

tâm G của tam giác thuộc đường thẳng 3x - y - 8 = 0. Tìm tọa độ đỉnh C. 

ĐS : C(-2; -10) hoặc C(l; 1). 
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11 . Trong mặt phăng tọa độ Oxy cho 5 điểm A(0; -1); B(2; 3), cỊ^-ì; 0 j , 
E( 1; 6), F(-3; -4). 

a) Kiểm nghiệm rằng A, B, c thuộc đường thẳng A : 2x - y - 1 = 0. 

Tìm trên A điếm D sao cho 4 điểm A, B, c, D lập thành một hàng 
điểm diều hoà. 

b) Tìm M trên A sao cho EM + FM có độ dài nhỏ nhất. 

ĐS : a) D (-1;-3). b)M|f;ịì. 

v5 5J 

12. Trong mặt phảng tọa độ cho 4 điếm A(a; 0), B(0; 6), M(m; 0), N(0; n) 

_ _ . , , .... ._ ___ ...._, , . , OM ON n 

trong đó a, b không dôi còn m, n thay đôi sao cho luôn có : ■===■ + -=■ = 2. 

OA OB 

Tìm tập hợp giao điểm của các đường thẳng AN và BM. 

ĐS : -4-^=2. 
a b 

13. Trong mặt phẳng Oxy cho đường thẳng d : xccsa + ysina + 2cosa + 1 = 0. 

a) Chứng minh rằng khi a thay đổi, đường thẳng d luôn tiếp xúc vối một 
đường tròn cố định. 

b) Cho điểm I(-2; 1). Dựng IH 1 d (H e d) và kéo dài IH một đoạn HN = 2IH. 
Tính tọa độ của N theo Cí. 

ĐS : a) Đường tròn cố định : (x + 2 f + y 2 = 1. 

] b) N(-2 - 3cosa(sina + 1); 1 - 3sina (sin a + 1)). 

14. Cho P(3; 0) và hai dường thẳng di : 2x - y. - 2 = 0 và d 2 : X + y + 3 = 0. 
Gọi d là đường thẳng đi qua p cắt di, d 2 lần lượt ở A và B. Viết phương trình 
của d biết rằng PA = PB. 

ĐS : 8x - y - 24 = 0. 

15. Cho A(l; 2). B(2; 5). Điểm M di động trèn đường thẳng d : X - 2y - 2 = 0. 

a) Tìm giá trị nhỏ nhất của MA + MB và của I MA + MB I. 

b) Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của I MA - MB I. 

DS : a) 5V2; 3y/ẽ ; b) 0; Vĩõ . 

16. Cho tam giác ABC biết A(2; -1) và hai đường phân giác của góc B và c 
lần lượt là dfl : X - 2y + 1 = 0; d c : X + y + 3 = 0. Tìm phương trình cạnh BC. 

(ĐỂ THI ĐH LUẬT VÀ ĐH XÂY DựNG HÀ NỘI - 2000) 
ps : 4x - y + 3 = 0 (xem bài 20 phần c). 
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Chuyên đề 3 : ĐƯỜNG TRÒN 


A. TÒM TẮT LÍ THUYẾT 


1. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 
i) Phương trình tổng quát 

X 2 + y 2 + 2ax + 2by + c = 0, a 2 + b 2 - c > 0, 

là đường tròn có tâm I(-a; -b), bán kính R = va 2 + b 2 - c . 

• Phương trình bậc hai ax 2 + bxy + cy 2 + 2dx + 2cy + f = 0 


a = c * 0 


là phương trình đường tròn o 


b = 0 

d 2 +e 2 -- > 0 


ii) Phương trình chính tắc 

(X - a) 2 + (y - b) 2 = R 2 

là phương trình đường tròn tâm I(a; b), bán kính R > 0. 

2. PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYÊN VƠI ĐƯỜNG TRÒN 
Cho đường tròn (C) : (x - a) 2 + (y - b) 2 = R 2 . 

Tiếp tuyến với (C) tại M(x 0 ; yo) e (C) là : 

(Xo - a)(x - a) + (y 0 - b)(y - b) = R 2 . 

Điều kiện để đường thẳng A:Ax-rBy + C= 0 tiếp xúc với (C) là : 

, /T „ laA + bB + CI p 

d(I, A) = R <=> — ; ■ == — = R. 

v' A 2 i B 2 

• Nếu đường tròn cho bởi phương trình tống quát : 

(C') : X 2 + y 2 + 2ax + 2by + c = 0 
thì tiếp tuyến với (C) tại M(xoi yo) 6 (C) là : 

xx 0 + yy 0 + a(x + Xo) + b(y + y 0 ) + c = 0. 

3. Phương tích. Trục dẳng phương 

Cho đường tròn (C) : ftx; y) = x 2 + y 2 + 2ax + 2by + c = 0 
Phương tích điểm M(x 0 ; yo) dối với (C) là = f\xo; yo). 

Cho hai đường tròn : 

(C) : f(x, y) = X 2 + y 2 + 2ax + 2by + c = 0 
(C) : g(x, y) = x 2 + y 2 + 2a’x + 2b'y + c' = 0 
Tập các điểm có cùng phương tích của (C) và (C), còn gọi là trục đảng 
phương của (C) và (C) là đường thẳng : 

f(x; y) = g(x; y) <=> 2(a - a')x + 2 (b - b')y + c - c' = 0. 
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B. PHƯỚNG PHÁP GIẢI TOÁN 

Vấm dê 1: TÌM PHƯƠNG TRÌNH CỦA MỘT ĐƯỜNG TRÒN 

A. iPHƯdNG pháp 

'Nếu sừ dụng dạng tổng quát thì cần tìm a, b, c. Nếu sử dụng dạng chính 
tắc thì cần tìm a, b, R. 

B. 'VÍ DỰ 

Ví dụ 1 

'Tror.g mặt phảng với hệ trục tọa độ Oxy cho hai điểm A(-2; 0); B(0; 4). 
Viế't phương trình đường tròn iC) di qua 3 diểm o, A, B. _ 

Giải 

• Sử dạng dạng tổng quát của phương trình đường tròn, ta có : 

X 2 + y 2 + 2ax + 2by + c = 0. 

Vì đường tròn đi qua 0(0; 0), A(-2; 0), B(0; 4) nên 
c = 0 ía = 1 

4 - 4a + c = 0 « I b = -2. 

16 + 8b + c = 0 [c = 0 

Vậy (C) : X 2 + y 2 + 2x - 4y = 0. 

• Sử dạng dạng chính tắc của phương trình đường tròn, ta có : 

(x - a) 2 + (y - b) 2 = R 2 . 

Vì tam giác OAB vuông tại o nên tâm I của (C) là trung điểm của đoạn 
AB : I(-l; 2). 

R = OI = yj l 2 +2 2 = JE 

Vậy C) : (X + 1) 2 + (y - 2) 2 = 5. 

Vấn dể 2: KHẢO SÁT TÍNH CHẤT CỦA MỘT HỌ ĐƯỜNG TRÒN 

A. phương pháp 

Cần chú ý điều kiện của tham sô đế phương trình xác định một đường 
tròn. Đưa phương trình về dạng tổng quát hoặc dạng chính tắc để 'sử dụng 
công thực tìm tâm và tìm bán kính của đường tròn dã cho. _ 

B. VÍ Dt 

Ví dự 2 __ 

Trtong mặt phăng tọa độ Oxy cho họ đường tròn : 

(C m ) : X 2 + y 2 -(m - 2)x + 2my -1 = 0. 

a) Tỉm tập hợp tâm các đường tròn (C ni ). 

b) Ciứng tỏ rằng khi m thay đổi, các đường tròn (C m ) đều đi qua một 

điểm cồ định.__ 
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Giải 


a) (C m ) : X 2 + y 2 -(m - 2)x + 2my- 1 = 0 có dạng X 2 + y 2 + 2ax + 2by + c = 0 

.. _ m - 2 , 

vơi a = - —-— , b = m , c =: - 1 
2 


Vì a 2 + b 2 - c = 


m - 2 


in 2 +1 > 0 với mọi m nên với mọi m, (C m ) là 


/m—2 

đường tròn có tâm 11 * 0 ; - m I và bán kính R = 


m - 2 


+ m + 1 . 


Gọi (L) là tập hợp các tâm của đường tròn (C m ) 

Ị _ m - 2 

(x; y) 6 (L) ce> j x _ 2 <=> 2x + y + 2 = 0. 

[y = -m 


Vậy (L) là đường thẳng : 2x + y + 2 = 0. 
b) (C m ) : X 2 + y 2 - (m - 2)x + 2my -1 = 0 
<=> (2y - x)m + (X 2 + y 2 + 2x - 1) = 0 
Tọa độ điểm (C m ) luôn đi qua là nghiệm của hệ : 


|2y - x = 0 |x = 2y Jx =-2 

[x 2 +y 2 +2x-l = 0 Ịõy 2 + 4y - 1 = 0 Ịy =-1 

Vậy họ (C m ) luôn đi qua hai điểm cố định là (-2; -1) và 



Vấn đề 3 : VỊ TRÍ TƯƠNG ĐÔÌ GIỮA ĐƯỜNG THẲNG và đường tròn 
V| TRÍ TƯƠNG ĐÔI GIỮA HAI ĐƯỜNG TRÒN 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Cho đường thẳng A và đường tròn (C) tâm I, bán kính R. Khi đó nếu 

d(I; A) < R thì A cắt (C) tại hai điểm phân biệt, d(I; A) = R thì A tiếp xúc với 

(C), d(I; A ) > R thì A không cắt (C). 

Cho đường tròn (C) tâm I, bán kính R và đường tròn (C) tâm I', bán kính 
R'. Khi đó : 

Nếu II' > R + R' hoặc II' < I R - R' I thì hai đường tròn không cắt nhau. 

Nếu II' = R + R' thì hai đường tròn tiếp xúc ngoài với nhau, 

II' = IR - R' I thì hai đường tròn tiếp xúc trong với nhau. 

Nếu IR - R’l < II’ < R + R’ thì hai đường tròn cắt nhau tại hai điểm phân 
biệt.__ 
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B. VÍ DỤ 
Ví dụ 3 


Cho đường tròn (C) có phương trình : 5x 2 + 5y 2 - lOx + 4 = 0 và đường 
thẳng A có phương trình : mx - y - 2m + 3 = 0. 

Hãy biện luận theo m số giao điểm của (C) và A. _ 

Giải 

Ta có (C) : (x - l) 2 + y 2 = ị 
5 


Vì vậy (C) có tâm (1; 0) và bán kính R = 


,_ A ,, J/T . . I m - 2m + 3 I I 3 - m I 

, Khoảng cách từ I đên A là : d(I, A) = ——======— = - - 

\/m 2 +1 >/m*+ĩ 


d(I, A) = R <=> = ị o 2m 2 - lõm + 22 = 0 «• 

m 2 +1 5 


m = 2 
11 ■ 


d(I, A ) < R <=> 


(m-2) 2 _ 1 


11 


< ^ o 2m 2 - 15m + 22<0o2<m< . 

m 2 +l 5 2 

Vậy 2 < m < — : (C) cắt A tại hai điểm phân biệt. 


m = 2, m = 


m < 2, m > 


11 

2 

n 

2 


(C) và A tiếp xúc với nhau. 
(C) và A không cắt nhau. 


Vấn đề 4 : TÌM TIẾP TUYẾN VỚI ĐƯỜNG TRÒN 

A. PHƯƠNG PHÁP __ 

Sử dụng công thức tìm tiếp tuyến. Trong trường hợp sử dụng phương pháp 

chung để tìm tiếp tuyến cần chú ý đường tròn có thế có tiếp tuyến dạng X = c. 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 4 _ 

Cho đường tròn (C) có phương trình X 2 + y 2 + 2x - 4y = 0. 

a) Tìm tâm và bán kính của dường tròn. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn tại điểm có hoành độ Xo = 1. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến với đường tròn và di qua điểm P(4; 7). 

Giải 

a) X 2 + y 2 + 2x - 4y = 0 o (x + l) 2 + (y - 2) 2 = 5 
Vậy đường tròn có tâm I(-l; 2), bán kính R = Võ . 
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b) Thay Xo = 1 vào phương trình đường tròn, ta được : 

y 2 - 4y + 3 = 0 => y = 1; y = 3 

Vậy đường ròn có hai điểm có hoành dộ X = 1 là Mi (1; 1) và M^d; 3). 
Theo công thức tìm tiếp tuyến, ta có : 

• Tiếp tuyến tại M} : (1 + l)(x + 1) + (1 - 2)(y -2) = 5<=>2x-y-l = 0. 

• Tiếp tuyến tại Mv : (1 + l)(x + 1) + (3 - 2Xy - 2) = 5 <=> 2x + y - 5 = 0. 

c) PI = yj (4 + 1) 2 + (7-2) 2 " = v5Õ = 5^2 > -ỊE = R, do đó p nằm ngoài đường 
tròn. Từ p có thể vẽ được hai tiếp tuyến với đường tròn. 

Đường thẳng qua p có hệ số góc k 

y = k(x -4) + 7okx-y + 7-4k=0 
Đường thẳng này tiếp xúc với đường tròn <=> 

k = 2 

o 1 ~ k - 2 + 7- 4kj _ ^ o 2k 2 - 5k + 2 = 0 o 1 . 

[ k 2 

Vậy có hai tiếp tuyến với đường tròn qua p là : 

y = 2(x - 4) + 7 o y = 2x - 1 

y = ị (X - 4 ) + 7 oy = - X + 5. 

J 2 2 


c. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 

Bài 1 _ 

Viết phương trình đườn g tròn di qua ba điểm A(2; 0), B(0; 1), C(-l; 2j. 


Cách 1 : Phương trình tổng quát của đường tròn là 
X 2 + y 2 + 2ax + 2by + c = 0. 


Đường tròn đi qua A (2, 0) : 4 + 4a + c = 0. 

Đường tròn đi qua B 10; 1) : 1 + 2b + c = 0. 

Đường tròn đi qua C(-l, 2) : 1 + 4 - 2a + 4b + c = 0. 

í 1 

a = - — 

Í4a + c + 4 =■= 0 2 

=> i 2b + c + 1 = 0 => 1 b = - —-. 

-2a +4b + c + 5 = 0 _ _ -« 

*• l^c = 10 

Vậy dường tròn cần tìm có phương trình tổng quát là : 

X 2 + y 2 -7x-lly + 10 = 0. 
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• Cách 2 : Ta tìm tâm I và bán kính R của đường tròn. 

Trung trực của đoạn AB có phương trình là 4x - 2y - 3 = 0. 

Trung trực của đoạn AC có phương trình là X - y + 2 = 0. 

I là giao điểm của hai đường trung trực nên 
J Í4x-2y -3 = 0/7 11 
: Ịx-y+ 2 = 0 ^ ( 2 ’ 2 

R là khoảng cách từ I đến một trong các điểm A, B, c. 

Vậy đường tròn có phương trình chính tắc là Ị^x - j + Ị^y - ~ j = 

• Cách 3 : Gọi (x, y) là tọa độ của tâm I. 

IA 2 = (x - 2Ý + y 2 , IB 2 = X 2 + (y - l) 2 , IC 2 = (x + l) 2 + (y - 2) 2 
í(x-2) 2 + y 2 = X 2 +(y-l) 2 


Vì IA = IB = IC nên 


X 2 + (y -1) 2 =(x + l) 2 +(y-2) 2 


7 

4x - 2y + 3 = 0 ^ x ■ 2 ^ ịÍI-ỈỈÌ 

x-y+ 2 = 0 ^ 11 ^ { 2 ’ 2 J' 

r 2 

Công việc tiếp theo tiến hành như cách 2. 

Bài 2 


Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với hai đường thẳng 
dj : 4x + 3y - 8 = 0, d 2 : 3x + 4y - 1 = 0 

và có tâm nằm trên đường thăng d ;i : 2x + y - 1 = 0. 


Giải 


Gọi I(x 0 ; y () ) là tâm của đường tròn. Khi đó : 

dd. d,> = da. M o ' 4 x »t 3y °: 6 ' - l3x ° t 4y ° -11 
■Jĩ ĩ 7ỹ 

o 14x ( ) + 3y 0 - 8 I = I 3x 0 + 4y 0 - 11 


Vi I(x,>; y„) e d;i 


Xo - y 0 = 7 

2x 0 +y 0 = 1 


<=> 4x 0 + 3y 0 - 8 = ± (3x„ + 4y 0 -!)<=> 


2x 0 + y 0 - 1 = 0 
8 
3 

y 0 = - - 


x 0 -y 0 = 7 

7 X 0 +7y 0 = 9 ' 


=> Ij 

13 u 3 3 
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Bài 3 



Giải 


, fx - 4 = 0 

a) Tọa độ đỉah A là nghiệm cùa hệ ị _ => A(4; -13) 

Ị4x + 3y + 23 = 0 

[x - 4 = 0 

Tọa độ đỉnh B là nghiệm cua hụ ị „ , „„ => B(4; 12). 

[3x - 4y + 36 = 0 

Tọa độ đỉnh c là nghiệm cùa hệ 1 J => C(-8; 3). 

y ' [4x + 3y + 23 = 0 

b) Ta có : CA = (12;-16) ; CB =(12; 9) 

=> CA. CB =(12) 2 - 16. 9 = 0 => CA 1 CB => tam giác ABC vuông tại c. 

_ ÃB (0;25) /n ^ Ãc (-12; 16) _ ( 3 4 ) 

AB 25 AC ^ 12 2 + 16 2 l 5 5 J 

=> Vectơ chỉ phương phân giác BAC là : 


50 




( 0 ; 1 ) + 


3 4 
5 ’ 5 


3 9 
5’ 5 


//(-1; 3). 


Vậy phân giác BAỒ là : x ~~ = o3x + y+ l = 0 


- 1 


BA _ (0; 25) 


= ( 0 ; - 1 ), 


BC _ (-12; -9) f 4 _ 3 
” 5 ’ 5 


BA 25 ' BC J 12 2 ~ g2 

=> Vectơ chỉ phương phân giác BAC là : 
( 0 ; - 1 ) + 


í-ị;4 

1 5 5 


5 : 5 /,(1;2Ỉ 


Vậy phân giác BAC là : X — - = — o 2x - y + 4 = 0. 

Tâm I của đường tròn nội tiếp có tọa độ là nghiệm của hệ : 
[3x + y + 1 = 0 


2x - y + 4 = 0 


I(-l; 2) 


Bán kính đường tròn nội tiếp là : r = d (I, AB) = 


-1-41 


•ị\ 2 +0 2 

=> Phương trình đường tròn nội tiếp là (x + l) 2 + (y - 2) 2 = 25 

Vì tam giác ABC vuông tại c nên tâm K của đường tròn ngoại tiếp là 

trung điểm của AB => K^4;-^j . 

1 25 

Bán kính đường tròn ngoại tiếp là : R = ~ AB = ^ 

=> Phương trình đường tròn ngoại tiếp là : (x - 4) 2 + fy + -^ì = . 


Bài 4 

Cho hai đường thẳng A 1 : 2x + y + 2 = 0; A 2 : 2x + y - 18 = 0. 

a) Tìm quỷ tích tâm của đường tròn tiếp xúc với cả hai đường thẳng. 

b) Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với hai đường thẳng và đi qua 

điểm A(l; 0). _ 

Giải 


a) Gọi I(x; y) là tâm của đường tròn tiếp xúc với hai đường thẳng Ai, A 2 - 
2x + y + 2 I 


Khi đó : R = d(I, A i) = 
R = d(I, A 2 ) = 


2x + y - 18 I 

yr~ 
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= 'J ± ± ị±ll = u?!LLpỉ?i „2„ y -8 = 0. 

%/5 Vã 

Vậy quỹ tích tâm I cùa đường tròn là đường thẳng 2x + y - 8 = 0. 
2 


, , 2 1 
b) Vì ■+ = f * 

2 1 


18 


nên A 1 // A 2 . điểm (0; -2) 6 A ! nên 


d (A 1, A 2 ) = 


12.0-2-181 20 




= 4^5 . 


4 Võ 


Đường tròn tiếp xúc với A 1 và A 2 có bán kính là R = = 2>/5 . 

Gọi I(x 0 ; y 0 ) là tâm của đường tròn qua A, tiếp xúc với A !, A 2 . Khi dó : 
I thuộc đường thẳng quỹ tích ==> 2x 0 + y 0 - 8 = 0 
IA = R => (Xo - l) 2 + y,: 2 = 20. 


Vậy I : 


2x 0 +y 0 - 8 = 0 

Xo 2 -2x 0 + l + y 0 2 = 20 


y 0 = 8-2x 0 
5x n 2 -34x n +45 = 0 


yo 


hai đường tròn đi qua A, t 


5 

22 

5 


x 0 = 5 

y 0 = - 2 ' 


Từ đó, có hai đường tròn đi qua A, tiếp xúc với A 1 , A 2 là 

(X - 5) 2 + (y + 2) 2 = 20. 


Bài 5 

Trong mặt phăng tọa độ cho họ đường tròn có phương trình : 

(C ro ) : X" + y 2 - 4mx - 2y + 4m = 0, m e R. 

a) Xác định tọa độ tâm I và bán kính R của đường tròn theo m. 

b) Tìm quỹ tích cua diễm I ktii ÌÌ 1 thay đổi. 

c) Tìm quỹ tích điểm cô' định mà họ đường tròn này luôn đi qua. 

d) Chứng minh rằng họ đường tròn này tiếp xúc với nhau tại m)t điểm cố 
định khi m thay đ ổi Viết phương trinh dường tiếp tuyến chung tại điểm đó. 

Giải 

a) X 2 + y 2 - 4mx - 2y + 4m = 0 c=> (x - 2m) 2 + (y - l) 2 = (2m - L) 2 . 

Vậy (C m ) có tâm I(2m; 1), bán kính 12m -II. 

{ X = 2m 

=> y = 1. Vậy quỹ tích của I là đường thíng y = 1. 

y = 1 

c) Ta viết (C m ) : 4m(l - x) + X 2 + y 2 - 2y = 0. 
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r 1 - X = 0 

Điom cố định của họ (C m ) là nghiệm của hệ < - „ <=> 

[x 2 + y 2 - 2y = 0 

Vậy (C m ) luôn đi qua điểm cố định A(l; 1). 
d) Các đường tròn (C m ) có tâm nằm trên dường thẳng y = 1, luôn đi qua 
điểm A(l; 1) thuộc đường thẳng y = 1 nên chúng tiếp xúc với nhau tại A cố 
định. Tiếp tuyến chung tại A là đường thẳng đi qua A, vuông góc với đường 
thẳng y = 1. Vậy tiếp tuyến chung là X = 1. 

Bài 6 

Cho các dường tròn : (C) : X 2 + y 2 - 1 = 0. 

(C m ) : X 2 + y 2 - 2(m + l)x + 4my -5 = 0. 

a) Tim quỹ tích tâm của đường tròn (C ra ) khi m thay đổi. 

b) Chứng minh rằng có hai đường tròn (C m ) tiếp xúc với đường tròn (C) 
ứng với hai giá trị của m. Viết phương trình các úếp tuyến chung của hai 
đường tròn (C m ) đó. 

_ (ĐỀ THI ĐH Y DƯỢC TP - HCM - 1999) 

Giải 

a) (C m ) : [X - (m + 1)I 2 + (y + 2m) 2 = (m + l) 2 + 4m 2 + 5. 

Vì (m + l) 2 + 4m 2 + 5 > 0 nên với mọi m, (C m ) đều xác định một đường 

tròn. Toa độ tâm của (C m ) là I x - ™ => y = -2(x - 1) o 2x + y - 2 = 0. 

[y = -2m 

Vậy quỹ tích của tâm của (C m ) là đường thẳng 2x + y - 2 = 0. 

b) Theo a) (C m ) có tâm I(m + 1; -2m), 

bán kính R = \](m + 1) 2 + 4m 2 + 5 = J5m 2 + 2m + 6 
Khoáng cách giữa tâm của (C) và (C m ) là : 

OI = x/(m + l) 2 + 4m 2 = Vs m 2 + 2m + 1 . 


x = 1 

y = 1' 


• (C m ) tiếp xúc ngoài với (C) o R m + R = 01 


o V5m 2 + 2m + 6 + 1 = V5m 2 + 2m + 1 
=> không có m nào thỏa mãn (vì vế trái > vế phải). 

* (C m ) tiếp xúc trong với (C) o ịVõm 2 + 2m + 6 -1| = ■s/õĩn 2 + 2m + 1 


o 5m 2 + 2m + 6-2 Võm 2 + 2m 4 6 + 1 = 5m 2 + 2m + 1 
<s> \/õm 2 + 2m + 6 = 3 <=> 5m 2 + 2m - 3 = 0 <=> 


m = -1 
3 


Vậy có hai đường tròn của họ (C m ) tiếp xúc với (C) là : 
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m = -1 => ( f <í’ 1 ) : X 2 + ỳ 2 - 4V -- 5 = 0. tàm 1(0; 2), bán kính Ri = 3. 

m = ^ => (%) : X 2 + y 2 - X + V -5 = 0, tâm I 2 [ ^-^1 , bán kính R 2 = 3. 

5 5 5' V 5 5 

" i ** ÍD , * H - 2 )'- ỉ # <b ’* b -* 6 

và Iil 2 > 0 = Ri - R 2 nên (V?! I và ( < í(f’ 2 ) cắt nhau => (#i), (V? 2 ) có hai tiếp 
tuyến chung. 

Vì ỢỂ>i) và (%) có cùng bán kinh nên các tiếp tuyến chung song song Iil 2 
và cách Iil 2 một khoảng cách bằng bán kinh. 

f 8 16Ì 

I Ấ I 2 = 1 5 5 -2) là vectơ chi phương của tiếp tuyên, do đó phương 

trình tiếp tuyến có dạng ( A ) : 2x +■ y + c = 0. 

d (1 1 , A) = 3 o l 2 + c! = 3 o c = -2 ± 3^5 . 
v4 + 1 

Vậy có hai tiếp tuyến chung của (%) và (%) là 2x + y - 2 ± 3\Í5 = 0. 


Bải 7 _ 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho họ đường cong phụ thuộc tham số m có 
phương trình F(x, y) = X 2 + y 2 - 2m (x - a) = 0, trong đó a là một số dương 
cho trước, cô' định. 

a) Với giá trị nào của m, phương trình trên là phương trình của đường 
tròn ? Ký hiệu (C m ) là đường tròn ứng với giá trị của m. 

b) Chứng tỏ rằng đoạn thẳng nối điểm o (gốc tọa độ) với điểm A(2a; 0) 
luôn cắt đường tròn (C m ). 

c) Chứng tỏ rằng tồn tại một đường thẳng là trục đẳng phương cho tất cả 

các đường tròn (C m ).___ 


Giải 

a) X 2 + y 2 - 2m (x - a) s 0 C3 (x - ffl) 2 + y 2 — m 2 - 2ma. 
m xác định một đường tròn khác đường tròn điểm 


om 2 - 2 ma > 0 o 


m < 0 
m > 2a 


b) p °ỵ {C ) = F(0; 0) = 2 ma; p Y (C ) = F(2a; 0) = 4a 2 - 2ma 

o p Yac )' ^ ộic ) = 2ma(4a 3 - 2ma) = ~4a 2 (m 2 - 2ma) < 0 
(do điều kiện ở a)). 

o Trong hai diểm o, A, một điểm nằm trong, một điểm nằm ngoài (C m ) 
=> đoạn thẳng OA cắt (C m ). 
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c) 'Goi 01 ], in 2 (m, * m 2 ) là hai giá trị của m ứng với hai đường tròn (C m ), 
(C n „ 2 ) ró phương trình : F mi (x; y) = X 2 + y 2 - 201; (x - a) = 0, 

F m2 (x; y) = X 2 + y 2 -2m z (x - a) = 0. 

=> Trục đảng phương của (C, Ui ),(C m2 ) là : 

X 2 + y 2 - 2 mj (x - a) = X 2 + y 2 - 2 mj (x - a) = 0 


cc> 2(mi - m 2 ) (x-a) = 0<=>x-a = 0<=>x = a. 

Vậy đường thẳng X = a không phụ thuộc m là .rục đẳng phương cúa mọi 
đường tròn 2 m ). 

Bài 8 

Trorg mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy xét họ đường tròn có phương trình : 
x 2 + y" -(2m + l)x -2(m + 2) y + 6m + 7 = 0. 

a) Tim quỹ tích tâm của họ đường tròn. 

b) í.ác định tọa độ tâm của dường tròn thuộc họ đã cho mà nó tiếp xúc 
với trụi Oy. 

■ _ __ (DỀ THI ĐHQG HÀ NỘI - KHỐI A - 1999) 

Giải 


a) Tía \iết phương trình đường tròn dưới dạng 

t X - (m + l)] 2 + [y - (m + 2)J 2 = 2(m 2 - 1). 


Đtể xác định một đường tròn, điều kiện là 


2(m 2 - 1) > 0 


m < -1 
m > 1 


Tọa độ của tâm I; I : I x m \ ; m < -1, m > 1 
[y = m + 2 

=> I : y = X + 1, X < 0 hoặc X > 2. 


Víậy quỹ tích của I là đường thẳng y = X + 1 bỏ đi khoảng từ điểm (0; 1) 
đến C2;3). 

b) Tirục tung có phương trình X = 0. Vậỵ ta cần tìm m để phương trình sau 
đây ccó nghiệm kép : y 2 - 2(m + 2)y + 6m + 7 = 0, 


Tiứclà A' = (m + 2) 2 - (6m + 7) = 0 


C5> m 2 - 2m - 3 = 0 <=> 


m = -1 
m = 3 


Kỉhim = -1 thì đường tròn trở thành một điểm nên bị loại. 

Víậy chỉ có m = 3 thỏa mãn bài toán. 

Bài 19 __ 

Clhc ba điểm Ạ(3; 1), B(0; 7), C(5; 2) trong mặt phẳng tọa độ. 
a)> Chứng minh tam giác ABC vuông. Tính diện tích tam giác ABC. 
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b) Giả sử M chạy trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, chứng minh 
rằng khi đó trọng tâm G của tam giác MBC chạy trên một đường tròn- Viết 
phương trình chính tắc của đường tròn đó. 

_ (DỂ THI ĐH NÔNG NGHIỆP 1 HẢ NỘI 1 998) 

Giải 


a) AB = (-3; 6); AC = (2; 1). Vì AB.ÃC =-6 + 6 = 0 
Nên AB 1 AC . Vậy tam giác ABC vuông tại A. Từ đó : 


15 


Sabc = ị I AB I I Ăc 1 = ị V9 + 36V4 + 1 = _ 

2 2 2 

b) Đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có tâm I là trung điếm của BC 
=>l íị,^lv àbánkínhR = ịBC=>R = ị\/5 2 + 5 2 = ~. 

u 2) .2 2 2 

Gọi G là trọng tâm của tam giác MBC, ta có : 

GI = ị MI => GI = |Gl| = ị R = . 

3 3 6. 

Vậy G chạy trên đường tròn tâm I, bán kính , có phương trình chính 

6 


tắc là X - 


+ịy-~\ = 77 


25 


18 


Bài 10 _ 

Cho họ đường thẳng phụ thuộc tham số a 

(x - ll cos a + (y - l)sin a - 4 = 0. 

a) Tìm tập hợp các điểm của mặt phăng không thuộc bất cứ đường thằng 
nào của họ. 

b) Chứng minh rằng mọi đường thẳng của họ đều tiếp xúc với một đường 

tròn cô định. ___ í __ 

Gíấi 

a) Điểm (x; y) không thuộc bất cứ đường thẳng nào của họ. 
o (x - 1) cosa + (y - 1) sina - 4 = 0 vô nghiệm với Va 
o <x - l) 2 + (y - l) 2 < 4 2 . 

Vậy tập hợp các điểm không thuộc bâ't cứ đường thẳng nào của họ là các 
điểm phía trong đường tròn tâm (1; 1), bán kính 4. 

b) Khoảng cách từ một điểm Kxg yi) đến đường thẳng của họ là : 

I (Xj — 1) eos a + (y J -1) sin a - 4 I 

V cos 2 a + sin 2 a 

= Ị(Xị - 1) cosa + (y J -1) sina - 4j 
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* . í X Ị = 1 

Khoảng cách này không phụ thuộc a <=> ị => d = 4 

|yi = 1 

Vậ.y với mọi a, đường thẳng luôn tiếp xúc với đường tròn cố định : 
(X - l) 2 + (y - l) 2 = 4 2 . 

Bài 11 

Viết phương trình tiếp tuyến chung ngoài của hai đường tròn 
(CO : X 2 + y 2 - 6x + 5 = 0 

_ (C 2 ) : X 2 + y 2 - 12x - 6y + 44 = 0. _ 

Giải 

K 


(Ci) : (x - 3) 2 + y 2 = 4 => có tâm 11(3; 0), bán kính R] = 2. 

(C 2 ) : (x - Ố) 2 + (y - 3) 2 = 1 => có tâm I 2 (6; 3), bán kính R 2 = 1. 

Iila = V(6 - 3) 2 + 3 2 =3^2 > Ri + R 2 nên (Co và (C 2 ) không cắt nhau 
=> (Co, (C 2 ) có hai tiếp tuyến chung ngoài. 

Giả sử tiếp tuyến chung ngoài có tiếp điểm với (CO tại Tị, với (C 2 ) tại T 2 
vàIiI 2 cắtT,T 2 tạiK. 

Vì IjTi // I 2 T 2 và IjTi = 2I 2 T 2 nên I 2 là trung điểm của I]K. 

Từ đó XK = 2x h -x h =9 ; y K = 2y I 2 - y I, =6 

Vậy K(9; 6). Đường thẳng qua K có hệ số góc k có phương trình dạng : 

y = k(x - 9) + 6 <=> kx - y + 6 - 9k = 0. 

Đường thẳng này tiếp xúc với (C 2 ) (và do đó cũng tiếp xúc với (CO) 

I 6k - 3 + 6 - 9k I , _ „ ., , . fTĩ~ 

Vk 2 +1 

o 9(k 2 - 2k + 1) = k 2 + 1 o 8k 2 - 18k + 8 = 0 <=> k = 9± /ĩ? . 

8 

Vậy có hai tiếp tuyến chung ngoài là : 

y = — (x - 9) + 6 o (9 + VĨ7 )x - 8y - 33 - 9 n/Ĩ7 = 0. 

8 

y = — — (X - 9) + 6 o (9 - %/Ĩ7 )x - 8y - 33 + 9 VĨ 7 = 0. 

8 
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Bài 12 


Cho họ đường tròn (C m ì : X 2 + y 2 - 4mx - 2my + -m - — = 0 . Chứng 

tỏ rằng khi m thay dối, (C m ) luỏn t iếp xức với hai đường thẳng cỏ' địn h. ,_ 

, Giải 

Ta tìm tiếp tuyến chung dạng A : y = kx + b <=> kx - y + b = 0. 

Vì (C m ) : (x - 2m) 2 + (y - m r = ~(m + l) 2 nên (C m ) có tâm I(2m; m), bán 

/9 

kính R = ~ I m + II. 

2 


.... |2km - m + bị ,/2 

A tiếp xủc với ( m ) <=> -p === =— = I m + 11 (*) 

v'k 2 +1 2 

Tiếp tuyến cố định là tiếp tuyến A sao cho {*) đúng với Vm. Ta có : 

(*) <=> (2km - m + b) 2 = ị (k“ + l)(m + l) 2 

2 


o (7k 2 - 8k + l)m 2 +(8kb - 4b -2k 2 - 2)m + 2b 2 -k 2 - 1 = 0 

7k 2 - 8k + 1 = 0 (1) 


Đẳng thức này xảy ra với moi m c=> 


8kb - 4b - 2k 2 - 2 = 0 (2) 
2b 2 - k 2 - 1 = 0 (3) 


< 1)0 k = 1, k= ị. 

7 

• k = 1, thay vào (3) ta được b = ± 1, ứiử vào (2) ta thây chỉ có b = 1 
nghiệm đúng. Vậy ta được tiếp tuyến cố định là : y = X + 1. 


1 , 5 

• k = y, thay vào (3) ta được b = ± ^, thử vào (2) ta thấy chi có 

5 ...... 15 

b = - ~ị nghiệm đúng. Vậy ta (lược tiếp tuyến cố định thứ hai là : y = — X . 

Bài 13 


Trong mặt phảng Oxy cho dường tròn (C) : x 2 + y 2 - 6x + 2y + 6 í= 0 và 
điểm A(l; 3). 

a) Xác định tâm I và bán kính R của đường tròn (C), chứng tỏ A nằm 
ngoài đường tròn. 

b) Lập phương trình tiếp tuyến của (C) xuất phát từ điểm A. 

(ĐẾ THI ĐẠI HỌC HÀNG HẢI - sooo) 


Giải 


a) Ta có (C) : (x - 3) 2 + (y + l) 2 = 2 2 
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Do <ió (C) có tâm 1(3; -1), bán kính R = 2. 

IA ~ v2 2 -r 4 2 = 2\5 > 2 = R, nên A nằm ngoài đường tròn, 
b) Họ dường thảng đi qua A có phương trình dạng : 

A] X = 1 X - 1 = 0 hoặc A 2 : y = k(x - 1) + 3 <=>kx-y-k + 3 = 0 

|3- lỊ „ .. . „ 

d(l; A|) = . _ - 2 - R, nên X = 1 là một tiếp tuyến của (C) đi qua A. 

vi 2 + o 2 


3k + 1 - k + 3| _ „ /7-5—7 

d( I; ả 2 ) = =2 o k + 2 - \ k 2 + 1 

A 2 + 1 


o k 2 + 4k + 4 = k 2 + 1 o k : - - 

4 


A 2 tiếp xúc với (C) <=> k = - - . Vậy ta có tiếp tuyến thứ hai của (C) đi qua 
4 

3 15 

A là : y = - — X + . 

4 4 


Bài 14 

Trong mặt phăng cho hai đường tròn (CO và (C 2 ) có phương trình là : 

(C,) : X 2 + y 2 - 2x - 2y - 2 = 0; (C 2 ) : X 2 + y 2 - 8 x - 2y + 16 =. 0. 

a) Chứng minh rằng (Ci) và (C 2 ) tiếp xúc với nhau. 

b) Viết phương trình các tiếp tuyến của (Ci) và (C 2 ). 

__(DẾ THI DẠI HỌC TÂY NGUYÊN - KHỔl A - 2000) 


Giải 

a) (C0 : (x - l ) 2 + (y - l ) 2 = 4 => Tâm I](l; 1 ), bán kính R! = 2 . 
(C 2 ) : (x - 4 ) 2 + (y - l ) 2 = 1 => Tâm I 2 (4; 1 ), bán kính R 2 = 1 . 


Ta thấy Ri + R 2 = 3 = I 1 I 2 , do đó (Ci) và (C 2 ) tiếp xúc ngoài với nhau, 
b) Dễ thấy RI 2 là đường thẳng y = 1 song song với trục Ox. Tiếp điểm của 
(C0 và (C 2 ) nằm trên I 1 I 2 , có hoành độ là : X = 1 + 2 = 3. Tiếp tuyến chung 
tại điểm này vuông góc với I 1 I 2 nên có phương trình là X = 3. 

Giả sử A là một tiếp tuyến chung ngoài của (C0 và (C 2 ). Gọi A là giao 
điểm của A và Ixl 2 - Khi đó dễ thây : 

Aĩ. R, 

^ =» ^ = 2 => AIi = 2 AI 2 => AIi = 2 IO 2 = 6 A( 7 ; 1 ) 

ai 2 r 2 


Vì tiếp tuyến qua A không song song với trục tung nên có phương trình 
dạng : A : y = k(x -7)+lokx-y-7k+l=0 

Đường thẳng này là tiếp tuyến chung : d(Ii; A) = Ri 

ịk-l-7k + l| „ , . [—ị — 7 , 1 

^ — = 2 c=> 3k = Vk 2 + 1 <=> k = ± 


& 


+ 1 


2j2 
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Từ đó (C[) và (C 2 ) có ba tiếp tuyến chung ngoài là : y = ± —7=- (x - 7) 4- 1 

2 \ 2 

Vậy (Ci) và (C 2 ) có ba tiếp tuyến chung. 

Rài 15 

íx + ay - a = 0 

Cho hệ phương trình : ị 0 ' 

[x 2 + y 2 - X = 0 

a) Tìm tất cả các giá trị của a đề hệ phương trình có hai ng:hiệm phân 
biệt. 

b) Gọi (Xi; yi); (x 2 ; y 2 ) là các nghiệm của hệ đã cho, chứng minh ring 

(x 2 - X]) 2 + (y 2 - yi) 2 < 1. 

_ (ĐỀ THI ĐẠI HỌC THƯƠNG MAJ - 2000 ) 

Giải 

a) A : X + ay - a = 0 là phương trình của đường thẳng; 


X + y - X = 0 o I X - A 1 + y = A là đường tròn tâm I( ị ; 0), bán kính 


R = ị. 
2 


Đường thẳng cắt đường tròn tại hai điểm phân biệt o d(I; A) <R 


1 

- — < 4 <=> (ị - a 1 < Ị (1 + a 2 ) <=> 3a 2 - 4a<0o0<a< 

2 (2 ì t 


b) Giả sử A(xg yi), B(x 2 ; y 2 ) thì AB là một dây cung của đường tròm bán kính 
^ , do đó : AB = ^/(x 2 - Xj) 2 + (y 2 - y x ) 2 < 1 

hay (x 2 - X1) 2 + (y 2 - yi ) 2 < 1 

Dấu "=" xảy ra <0 AB di qua tâm của đường tròn e>i-a = 0<ti>a=~. 


D. CẢC ĐỀ TOÁN DỂ LUYỆN TẬP 

01. Viết phương trình đường tròn đi qua điểm A(l; 2) và tiếp*xú(C T ới đường 
thẳng A : 3x - 4y + 2 = 0 tại điếm B(-2; -1). 

ĐS : (X + ll ) 2 + (y - ll ) 2 = 225. 

02. Tìm độ dài dây cung xác định bởi đường thẳng A : 4x + 3y - 8 = 0 và 
đường tròn tâm 1(2; 1), có một tiếp tuyến A’ có phương trình 5x - 12 y -15 = 0. 


ĐS : 


8 

5 ' 
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03. Viết phương trình đường tròn đi qua gốc tọa độ và tiếp xúc với hai đường 

thẳng dì : 4x + y - 4 = 0; d 2 : 4x - y + 12 = 0. 

. „2 . „2 , o„ , 2 - v5Ĩ - „2 . „2 , , 2 + /51 _ 

Đo : X + y + 2x +-r—- y = 0; X + y + 2x +-r-y = 0. 

2 2 

04. Cho họ đường cong (C m ) có phương trình : 

m(x 2 + y 2 ) - 2(2m + l)x + 2y + 2m + 1 = 0, m 6 R. 

a) Chứng minh rằng họ (C ra ) có một đường thẳng duy nhất và với mọi m 
khác dều là đườ: g tròn. 

b) Trường hợp (C ni ) là đường tròn, tìm tập hợp tâm của nó. 

ĐS : a) Co là đường thẳng với m * 0, c, n có tâm ( , 

V m m ) 

, , , , , \l‘2m 2 + 3m + 2 

I m I 

b) x + y- 2 = 0 (trừ điểm (2; 0)). 

05. Cho họ đường tròn X 2 + y 2 - 2mx - 2(m + l)y + 2m -1=0. 

a) Chứng minh răng khi m thay đối, họ đường tròn luôn đi qua hai điểm 
cố định. 

b) Chứng minh rằng với mọi m, họ đường tròn luôn cắt trục tung tại hai 
điểm phân biệt. 

(ĐỀ THI ĐH NGOẠI THƯƠNG - 1999) 

ĐS : a) (1; 0), (-1; 2); b) (0; m + 1 ± /m 2 + 2 ). 

06. Cho hai đường tròn (Ci) : X 2 + y 2 - 4x + 2y - 4 = 0; 

(C 2 ) : X 2 + y 2 -lOx - 6y +30 = 0 
có tâm lần lượt là I và J. 

a) Chứng minh rằng (Ci), (C 2 ) tiếp xúc ngoài với nhau. Tìm tọa độ tiếp 
điểm H. 

b) Gọi d là tiếp tuyến chung không đi qua H của (Ci) và (C 2 ). Tìm tọa độ 
giao điểm K của d và IJ. Viết phương trình đường tròn qua K, tiếp xúc với 
hai đường tròn (Crì, (C 2 ) tại H. 

ĐỂ THI ĐHQG - TPHCM - KHỐI A, 1999 

ĐS: H(f/ ; K,u ; n) ; ( x .f) 2 + ( y -H)h 3 , 

07. Cho đường tròn : X 2 + y 2 - 2x - 6y + 6 = 0 và điểm M (2; 4). 

a) Viết phương trình đường thẳng đi qua M, cắt đường tròn tại hai điểm 
A, B sao cho M là trung điểm của đoạn AB. 
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b) Viết phương trình t iếp tuyến với đường tròn có hệ số góc k = -1. 

(ĐỂ THI DIỈ TÀI CHÍNH KẾ TOÁN HÀ NỘI - 1997) 

ĐS : a) X + y - 6 = 0; b) y - -X + 4 ± 2\'2 . 

08. Lập phương trình đường tròn nội tiếp trong tam giác có các cạnh lần 
lượt nằm trên ba đường tháng 3x - 4y - 35 = 0, X - 1 = 0, 3x + 4y - 35 = 0. 

ĐS : (x - 5) 2 + y 2 = 16. 

09. Cho hai đường tròn (Ci : X" + y" - 2x - 2y +1 = 0; 

(C 2 ) :x 2 + y 2 - 12x -12y +36 = 0. 

a) Chứng minh rằng <c ) và (C 2 ) nằm ngoài nhau. Tìm khoảng cách ngắn 
nhất và dài nhất nối một diểm của (Cj) với một điểm của (C 2 ). 

b) Cho 4 số thực a, b, c, d thỏa mãn a 2 + b 2 + 1 = 2(a + b) 

và c 2 + d 2 + 36 = 12 (c + d). 

Chứng minh bất đẳng thức sau : 5v2 - 7 < Ậa - c) 2 + (b - d) 2 < 5\Í2 + 7 . 
ĐS : a) 5 V 2 -7 ; 5v2 + 7. 

10..Cho hai đường thẳng d : 2mx -ím + l)y + 1 - 3m = 0 

d' : (3m + l)x + (m - l)y + 2 - 6m = 0. 

a) Chứng minh d và d luôn cắt nhau. 

b) Chứng minh rằng giao điểm d và d' ở trên một đường tròn cố dinh. 
Tìm phương trình đường tròn đó. 

ĐS : b) X 2 + y 2 - x - 3y' = 0 

11. Cho họ đường tròn (C ira ) : X 2 + y 2 - 2mx + 2my + 2m 2 -1 = 0. 

Chứng tỏ rằng (C m ) liuõn tiếp xúc với hai đường thẳng cô' định. Viết 
phương trình hai đường thẳng đó. 

ĐS : X + y ± >/2 = 0. 

12. Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) : (x 2 + y 2 )cosa - 3x - 4cosa = 0 
và đường thẳng (d) : 3xsina - 5ycosa + 8sinacosa = 0, cc e (0; 2 n). 

a) Tìm tọa độ giao điểm Mu Ma của (C) và (d). 

b) Tìm quỹ tích của và M 2 . 

c) Chứng tỏ phương tích không phụ thuộc vào oc. 

ĐS : a) Mi (-cosa; sina), M 2 (4cosa; 4sina). 
b) X 2 + y 2 = 1. c) = -4. 
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Chuyên đề 4 : ELIP 


A.TÓM TẮT LÍ THUYẾT 



2. TIẾ P TUYẾN CỬA EUP 


Tiếp -,uyến với elip (E) tại (x 0 ; yo) € (E) là = 1. 

. a 2 b 2 

• ©ilu kiện để đường thẳng Ax + By + c = 0 tiếp xúc với (E) là : 
AV + B 2 b 2 = c 2 . 


3. DIỆINTÍCH ELIP 


s = n ab. 













B. PHƯỚNG PHÁP GIẢI TOÁN 
Vấn dể 1 : XÁC 3ỊNH CÁC YÊU Tố CỦA ELIP 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Nếu elip cho dưđi dạng chmh tắc thì áp dụng các công thức định nghĩa. 
Nếu elip chưa cho dưới dạng chinh tắc thì trước hết đưa về dạng chinh tắc 
và sau đó tiếp tục xác đinh các yếu tố. 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 1 

Cho elip : 5x 2 + y 2 = 5. Hãy tính độ dài trục lớn, trục nhỏ, tọa dộ tiêu 
điểm, tám sai và viết phương trình các đường chuẩn của elip. __ 

Giải 

5x 2 + y 2 = 5 o Ể- + ll = i 
1 5 

a 2 = 1 => a = 1 => 2a = 2 
b 2 = 5 => v/5 => 2b = 2x5 . 

Vì a < b nên elip có trục lớn nằm trên Oy, hai tiêu diêm F!F 2 nằm trên Oy. 

c = Vb 2 - a 2 = yíĩ^ĩ = 2 

Tọa độ các tiêu điếm là F](0; -2), F 2 (0; 2). 

_. „ _ c _ 2 _ 2v/5 

b /5 5 


Phương trình đường chuẩn của elip : 


A 



; A 2 


5 

2 


Vấn dề 2 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH CỦA ELIP 

A. PHƯƠNG PHẤP_ 

Để lập phương trình chính tắc của elip ta cần tìm các hệ số a và b: Trong 
một số trường hợp cần thực hiện các phép tịnh tiến, quay mới đưa được 
phương trình elip v ề dạng chính tác.__ 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 2 _ __ __ 

Lập phương trình chính tác của elip đi qua điểm M(l; 1) và có tâm sai 
3 

e = _ ■ 

5 __ 

Giải 


x 2 y 2 

Nếu trục elip nằm trên Ox thì phương trình elip có dạng : ~ + ~ = l, 

a z b 2 
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c = a 2 - b 2 

Theo giả thiết ta có : e = -- => — = ^ => c - — 
5 a 5 5 


Elip đi qua điểm M(,l; 1) nên : ~ = 1 

a 2 fcr 


Vậy ta có : 


2 ,2 ( 6a ì 

3 ~ b = ItJ jl6a 2 - 25b 2 = 0 

11 |a 2 + b 2 = a 2 b 2 

l2 + rV = 1 

.a b 


<=> 


a 2 =f|b 2 

16 0.0 
[41a 2 =25a z b 2 


o 


a 2 

b 2 


41 

16 

41 

25 


Vậy phương trình của elip là :^ =lo 16x 2 + 25y 2 = 41. 

16 25 


Nếu trục lớn của elip nằm trên Oy thì ta có một elip khác thỏa mãn bài 
toán là 25x 2 + 16y 2 = 41. 


Vấn để 3 : TÌM ĐIÊM TRÊN ELIP 

A. PHƯƠNG PHÁP 


Sử dụng công thức tính bán kính qua tièu điểm, các hệ thức lượng trong 
tam giác. Có trường hợp điểm cần tìm là giao điểm của elip với một đường 
khác. 

B. VÍ DỤ 


Ví dụ 3 


X 2 

Tim những điểm trên elip (E) : -- + y 2 = 1. 


a) Có bán kính qua tiêu điểm này bằng ba lần báu 

kính qua tiêu điổm kia. 

b) Nhìn hai tiêu điềm dưới một góc vuông. 



Giải 


Elip (E) có a = 3, b = 1, c = Tíũũ = 2 V 2 . 

_ . 2 V 2 

Tâm sai e = —. 

3 

Vi a > b nên hai tiêu điểm của elip là Fị = (-272; 0), F 2 = (272; 0). 
a) Gọi M là đi&n cần tìm thì FjM = 3F 2 M hoặc PiM = 3FiM 
<=> (F]M - 3F 2 M) (F 2 M - 3FjM) = 0 
Cí> ÌO^M. F 2 M - 3(F,M 2 + F 2 M 2 ) = 0 
0 16 FjM. F 2 M - 3[(FiM + F 2 M) 2 - 2F X M. F 2 M| = c 
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» 16F,M. F 2 M - 3(F,M + F 2 M) 2 = 0 

<=> 16F,M: F,M - 3.(2a) 2 = 0o 4F 1 M.F 2 M = 3a' 

<=> 4(a + ex M )(a - ex M ) = 3a 2 

.2i_x2o2 2 a 2 SI 9 x /*2 

o 4a - 4e X M = 3a <r> X M = —— « X M = -rr <=> Xm = ± —--. 

4e 2 32 8 


M 6 (E) => y M 2 = 1 - -Ị 


9^ 

32 


23 

32 : 


y.M = x 


Vậy có bốn điếm thỏa mãn bài toán ià : —; ± —2— , —— 


9^2 

8 


JĨ6 

8 

V46 
8 


9_VỊậ 

8 


Viẽ 

8 


b) Những điểm nhìn hai tiêu điểm Fj, F 2 dưới một góc vuông nằm trên 
đường tròn tâm o, bán kính c = 2 V 2 , có phương trình ỉà X 2 + y~ = 8. 

Do đó những điểm cần tìm có tọa độ là nghiệm của hệ : 


+ y = 1 
9 <=> 

X 2 +y 2 =8 
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2 _ 1 

y = _ 

8 


X = ± 


3x/Ĩ4 

4 

á 


Vậy có bốn điểm thỏa mãn bài toán là 

f 3jũ 

1 4; 4 J' r 4 



Vấn 'á 4 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYÊN CỦA ELIP 


A. PHƯƠNG PHẤP ___ 

Sử dụng công thức viết phương trình tiếp tuyến với elip tại một điểm 
nàm trên elip; sử dụng điều kiện để một đường thẳng tiếp xúc với một elip; 
sử dụng diều kiện tổng quát dể hai dường cong tiếp xúc vdi nhau._ 


B. Ví DỤ 

Ví dụ 4 


Lặp phương trhin tiếp tuyến chung của hai elip : 

X 2 


_ + Ị— = 1 
25 16 


-.2 ..2 
. X . y 
và — + — 
16 25 


Giải 


Ta tìm tiếp tuyến dạng :y = kx + cokx-y + c = 0. 

Vì đường thẳng này tiếp xúc với hai elip nói trẽn, nên theo điều bện để 
một đường thẳng tiếp xúc với một elip, ta có : 

Í25k 2 + 16 - c 2 jk 2 * 1 fk = ±1 
|l6k 2 + 25 = c 2 0 jc 2 = 41 0 Ịc = ±i/iT ' 
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Vậy có bốn tiếp tuyến chung là : y = ± X + \/4Ĩ ; y = ± X - >/41 . 

'Vì hai elip chỉ có tối đa bốn tiếp tuyến chung, do vậy không có các tiếp 
tuyiẻn song song với trục tung, tức là tất cả chỉ có bốn tiếp tuyến chung đã 
chỉ ra. 


c. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 

Bàr. 1 


Trong mặt phăng tọa dộ cho hai elip có phương trình 

„2 

.2 


16 


+ y 


1 , ^ + 11 = 1 . 
9 4 


aO Viết phương trình đường tròn đi qua các giao điểm của hai elip. 
b) Viết phương trình các tiếp tuyến chung của hai elip. 

Giải 

a) Tọa độ của giao điểm của hai elip là nghiệm của hệ : 

r 2 2 

■ + y 2 = 1 

o 


16 


-.2 ..2 

{ 9 4 


..2 432 

X* = 


55_ 2 . „2 _ 460 

=> X + y = —— 
28 55 

55 


Vậy đường tròn đi qua các giao điểm của hai elip có phương trình : 


X + y = 


92 

11 


' x 2 

b) Đường thẳng’Ax + By +c = 0 tiếp xúc với elip /Ị— + y 2 = 1 


16 


2 2 

16A 2 + B 2 = c 2 ; tiếp xúc với elip — + = 1 => 9A 2 + 4B 2 = c 2 

9 4 


A . , Í16A 2 + B 2 = c 2 

Suy ra A, B, c là nghiệm của hệ : 1 „ o 

9A 2 + 4B 2 = c 2 


A 2 =^-C 2 
55 

B 2 = -^C 2 
55 


Chọn c =? >/55 =>A 2 = 3, B 2 = 7=>A = ± >/3 ,B = ±>/7 . 
Vậy có 4 tiếp tuyến chung của hai elip là : 

>/3x ± >/7y + >/55 = 0; - Vãx ± yịĩy + >/55 = 0 . 


Bài 2 

2 2 

Cho elip (E) : + V = 1 

9 4 

Ký hiệu A(-3; 0), B(3; 0), M(-3; a), N (3; b), trong dó a, b là hai số thay đổi. 
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a) Xác định tọa độ giao điểm I của các đường thẳng AN và BM. 

b) Chứng tỏ rằng để đường thẳng MN tiếp xúc với elip (E) cần và đủi là 
ab = 4. 

c) Với a, b thay đổi sao^cho MN luôn tiếp xúc với (E), hãy tìm quỹ ttích 
của điểm I. 


a) AN : * + 3 ^ o bx - 6y + 3b = 0 

3+3 b-0 3 

BM : = y — 0 o ax + 6y - 3a = 0 

-3-3 a-0 


Giao diểm AN và BM có tọa độ là nghiệm của hệ ^ b* ^ 

[ax^iGy = 3a 

D = 6(a + b), D x = 18(a - b), by = 6ab. 

• a + b * 0 : giao điểm I của AN và BN là I í——— ì. 

I, a + b a + bj 

• a + b = 0, ab * 0 : AN không cắt BM. 

• a + b = 0, ab = 0 <=> a = b = 0 : AN = BM = AB. 

b) MN : * + 3 = ỵ ~ a <=> (b -a)x - 6y + 3(a + b) = 0 

3+3 b-a 

Điều kiện cần và đủ để MN tiếp xúc với elip là : 

9(b - a) 2 + 4(-6) 2 = 3 2 (a + b) 2 
o 9(a 2 - 2ab + b 2 ) + 144 = 9(a 2 + 2ab + b 2 ) <=> ab = 4. 

c) MN tiếp xúc với elip thì ab = 4 => a + b * 0 và ab * 0 
Thay ab = 4 vào tọa độ của I, ta được : 

3(a-b) 2 _ 9(a 2 - 2ab + b 2 ) 

T . j x ~ a + b x " (a + b) 2 


2 9(a 2 + 2ab + b 2 ) - 36ab 

K — ----- 


2 2 

=> X 2 = 9 - 9y 2 •» + Ụ- = 1. 

9 1 


(a + b) 2 


= 9-9. - 


^ ^ . X 2 2 

Vì tung độ của I : y = ——— * 0 nên quỹ tích của I là elip —- + y = 1 trừ 
a + b 9 

hai giao điểm của elip này với trục hoành (tức là trừ hai điểm (3; 01 và 
(-3; 0)). 
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Bà i 3 



Giải 


a) Gọ i M(x 0 ; yo) là một điểm thuộc (E). Ta có : = 1. 

9 4 

, r , , . , v , I3x n +4y n +24l 

Khioảng cách từ M đến A là : d = - — - --. 









Theo bất đẳng thức Bunhiacôpsky 
I 3x 0 + 4y 0 1 = 


9 .^ + 8 .^ 

3 2 


< \ls 2 +8 2 J-~ + ~ = Ựl45 

V 9 4 


=> - Vl45 < 3x 0 + 4y 0 < Vl45 => 24 - VĨ45 < 3x 0 + 4y„ + 24 < 24 + JĨ45 

Vì 24 - y/145 > 0 nên mind = dạt 8ược khi 

5 

- 27VĨ45 


Po = yọ. 

27 16 

[3x 0 +4y 0 = -\/Ĩ45 


M,= 


y 0 = 


145 
- 16VĨ45 
145 


- ị Xo Xq 

maxđ = — + _ , đạt được khi j17 - 16 

[3x 0 +4y 0 = VĨ45 

b) Tiếp tuyến với (E) tại M(x 0 ; yo) có phương trình 


M, 


27y'Ĩ45 

145 


yo = 


VĨ45- 


145 


a y 0 


>'o 


x*0 , yy 0 . „ b' x 0 b' . ^ u V x 0 

—0 + ~To = 1 <=> y = —- — .X + — nên có hệ sô góc là 
a 2 b 2 


b x c 

~~2 


a y 0 


3 3 
A : 3x + 4y -f- 24 = 0 o y = - -y X - 6, có hệ sô góc là - -- 

4 4 

_■ - ■ . , , 4 27 3 

Tại Mi và M 2 , ta đều có hệ sô' góc của tiếp tuyến là = - . 

9 16 4 


Vì có hệ số góc băng nhau nên các tiếp tuyến tại Mi và M 2 song song với A. 

Bài 5 

2 2 

Cho elip + — = 1, a > b > 0. 

à 1 b 2 

a) Gọi E là điểm tùy ý của elip. Chứng minh b < OE < a. 

b) Gọi A, B là hai điểm thuộc elip sao cho OA 1 OB. Xác định vị trí A, B 
trên elip để tam giác OAB có diện tích lớn nhâ't, nhỏ nhất. Tìm giá trị lớn 
nhát, nhỏ nhất đó. 

_ (DẾ THI ĐH XẢY DựNG 1996) 

Giải 


a) Xét điểm E(x; y) tùy ý thuộc elip, ta có : 

"~2 ..2 1, 2..2 

. . X y b X 2.2 2 

b - b ử + ĩHir +y sx +ĩ =0E 



Vậy b < OE < a. 
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b) Nộ'u OA nằm trên một trục thì OB nằm trên trục kia. Trường hợp này 
&b v 

SqavB = ~ . Trường hợp OA không nằm trên trục nào, giả sử OA có phương 

trình y = kx, k * 0. Thì OB có phương trình y = --“X 

k 

Giả sử A(x 0 ; kx 0 ). Khi đó : OA 2 = x 0 2 + y 0 2 = Xu 2 (l + k 2 ) 

v 2 , 2 2 _ „2. 2 

x ũ + k x 0 = l ^ X 2 _ _ a p _ 


b 2 + k 2 a 2 


Từ đó OA 2 = . 

b 2 + k 2 a 2 

Tương tự, giả sử bỊ^Xị ; - — x x J, ta có 

21 2 1 ì 


kr 2 ) _ a 2 b 2 (l + k 2 ) 


.2 , i,2lỉ • 


,e \2 1 a 4 b 4 (1 + k 2 ) 2 

V.ậy (Saíỉc) - — 77-5— 7T~Ĩ77~9 —: ó 

4 (b 2 + k 2 a 2 )(a 2 + k 2 b 2 ) 


_ 1 a 4 b 4 (l + k) 2 __ 1 

~ 4 a 2 b 2 (l + k 2 ) 2 +(a 2 -b 2 )k 2 = 4 ' 


a 2 b 2 + (a 2 - b 2 ).- 


(1 + k 2 ) 2 


Vì 0 < --- < -y vk > 0 nên —-—— < (S ABC ) 2 < ia 2 b 2 

(1 + k 2 ) 4 (a 2 + b 2 ) 2 ABC 4 


(a + b ) 


< ^ > õ õ* — S A np ^ “■ ab. 
a 2 + b 2 ABC 2 

qK _ 

Từ đó max Sabc = 2 -khi OA, OB nằm trên hai trục toạ độ. 

a 2 b 2 

min Sabc = 0 0 khi k = ±1-, tức khi OA, OB nằm trên hai đường 

a 2 + b 

phân giác của các góc tọa độ. 

Bài 6 


2 2 

Biết rằng elip (E) : ~ = 1 nhận các đường thẳng 3x - 2y - 20 = 0 và 

a 2 b 2 

X + 6y - 20 = 0 làm tiếp tuyến. Hãy viết phương trình của elip. 


Đường thẳng 3x - 2y - 20 = 0 tiếp XÚC với elip => 9a 2 + 4b 2 = 400 
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Đường thẳng X + 6y - 20 = 0 tiếp xúc với elip => a 2 + 36b 2 = 400 
Í9a 2 + 4b 2 = 400 ía 2 = 40 
la 2 +36b 2 = 400 |b 2 =10 


' 2 2 
Vậy phương trình elip là : = 1. 

40 10 


a) Một đường kính bất kỳ của elip (E) : + — = 1 cắt elip tại M và N. 

a 2 b 2 


Chứng minh các tiếp tuyến với elip tại M và N song song với nhau, 
b) Tìm mối quan hệ giữa a, b, k, m để (E) tiếp xúc với đường thẳng 
y = kx + m. 


I 


a) Đường kính bất; kỳ của elip cắt elip tại hai điểm dối xứng M(xo; yo) và 
N(-Xo; -y 0 ), Phương trình tiếp tuyến tại M và N lần lượt là : 


^ + Z£ = lc ,ặ x + £ y = 1 . 

a b 2 a b 


XọX yọy , „ Xọ y 0 

a b a. b 


Vậy hai tiếp tuyến song song với nhau, 
b) A:y = kx + mokx-y + m = 0 


V 2 V 2 

A tiếp xúc với elip —- + — = 1 o a 2 k 2 + b 2 = m 2 . 
a 2 b 2 


„2 „2 

Cho elip (E) : —- + = 1, a > b > 0. A là một tiếp tuyến với elip cắt các 

a 2 b" 


dường thẳng X = a và X = - a lần lượt tại M và N. Xác định A sao cho tam giác 
FMN có diện tích nhỏ nhất, trong đó F là một trong hai tiêu điểm của elip. 


I 


Giả sử A tiếp xúc với (E) tại (Xo; yo). Khi đó; 


A : - X JL X + ỵoy = 1 : x 0 . > z_0 = 1 

a 2 b 2 = a 2 b 2 

Đườig thẳng X = a cắt A tại M -> — - + = 1 => y M = — 0 

a b y 0 a 

Đường thểr-T y - -a cắt \ t?i N + >r ~- = 1 => yw = 

A- b 2 y 0 a 
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Già sửa = ± c. Khi đó một trong hai tiêu điểm của (E) là F(cc, 0). Ta có : 
=> FM.FN = -(a 2 -a 2 ) + — 1 1--^-] = -(a 2 - c 2 ) + b 2 = 0 

y 0 2 l a 2 J 

=> tam giác FMN vuông tại F 
=> Sfmn = ^ FM.FN 



Theo bất đẳng thức Bunhiacôpski 

Sfmn 2: J(a + a)(a-a) + ^fl-^-ì.^fl + ^-l = 
2 y 0 l a ) y 0 V a ) 



,_ a-a a-x 0 

Dâu đàng thức xảy ra o-= ——— <=> Xo = QL ±c. 

a + a a + x 0 

b 2 

Vậy minSpMN o Xo = ±c, y 0 = + -- . Trường hợp này A có phương trình là : 

a 


± — = 1 <r> cx ± ay - a 2 = 0 nếu F(c; 0) 
a 2 a 


—i “ — 1 o cx ± ay + a 2 = 0 nếu F(-c; 0). 
a 2 a 


Bài 9 



Giải 

Giả sử CM có phương trình X = ky. Tung độ của M là nghiệm của phiíơng 

trình + y 2 =l»y 2 = ——— o y = ± -pJL= . 

4 k 2 + 4 


73 




Vậy : H|0; t 2 

l 7i?T7j 

ỵ 2 Y _ 0 / 

Phương trình của AH là : — =-—-<=> X + 2 = + y Vk 2 + 4 

0+2 ± * -0 

V k 2 + 2 


Từ đó tọa độ của p : 

íx = ky r — - - - 

p : i r— - => V X 2 4 4 y = ± (X + 2) => y 2 = X + 1. 

(x + 2 = ± y Vk 2 -I- 4 

Trựờng hơp M nằm trẽn trục Oy thì M 3 H, do đó AH cắt OM tại M. Suy 
ra p = M (0, +1), cũng thuộc parabol y 2 = X + 1. 

Vặv khi M chạy trên (E) thì p chạy trên đường cong (C) : y 2 = x + 1. 

Bài 10 

X 2 y 2 , . ' T7T7, 

Cho elip (E) : = 1, a > b > 0. Hình chữ nhật (Q) gọi là hình chữ 

a b 

nhật ngoại tiếp (E) nếu mỗi cạnh của (Q) đều tiếp xúc với (E). Hãy xác định 
hình chữ nhật ngoại tiếp (E). 

_a) Có diện tích nhò nhất. _ b) Có diện tích lớn nhất. _ 

. Giải 

Vì hai cạnh liên tiếp của hình chữ nhật vuông góc với nhau nên chúng có 
phương trình Ax + By + c = 0; Bx - Ay + C' = 0, ta có thế chọn để : 

A 2 + B 2 = 1, C > 0, C' > 0. 

Vì các cạnh này tiếp xúc với elip nên a 2 A 2 + b 2 B" = c 2 ; a 2 B 2 + b 2 A 2 = C' 2 
Khoảng cách từ o đến hai cạnh nói trên là : 

OH = I CI — = c , OK = — 1 —■■■■ - = ơ 
Va 2 + B 2 V B 2 + A 2 

Vì o cũng là tâm của hình chữ nhật ngoại tiếp nên diện tích s của hình 
chữ nhật là : s = 4.0H.0K = 4CC'. 

Đặt T = s 2 . Ta có : T = 16C 2 Ơ 2 = 16(a 2 A 2 + b 2 B 2 ) (a 2 B 2 + b 2 A 2 ) 

= 16[(a 4 + b 4 ) A 2 B 2 + (A 4 + BVb 2 ] 

= 16[(a 4 + b 4 )A 2 B 2 + UA 2 + B 2 ) 2 - 2A 2 B 2 )a 2 b 2 ] 

= 16[(a 4 + b 4 )A 2 B 2 + (1 - 2A 2 B 2 )a 2 b 2 ] 

T = 16[(a 2 - b 2 ) 2 Á 2 B 2 + a 2 b 2 ]. 

Suy ra 16a 2 b 2 < T < 16[(a 2 - b 2 ). 


A 2 + B 2 Ỵ 


r 


aV 


=? 16a 2 b 2 < T < 4[(a 2 - b 2 ) 2 + 4a 2 b 2 ] 
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=> 16aV < T < 4(a 2 + b 2 ) 2 => 4ab < s < 2(a 2 + b 2 ). 

Vây min s = 4ab khi A = 0 hoặc B = 0, tức là hình chữ nhật có các cạnh 
song song với các trục : X = ± a; y = ± b. 

max s = 2(a 2 + b 2 ) khi A 2 .B 2 = Ị — j 
1 0 a 2 + b 2 

<=> A 2 = B 2 = ^ c 2 = C' 2 =-^-, phương trình các cạnh của hình chữ 

nhật là : 

1 1 la 2 -*• h 2 7Y TY 

<2 T2 V 2 

1 1 , lã 2 -b 2 n . n 77 „ 

Chú ý : max s co hình chữ nhật ngoại tiếp là hình vuông. 

Bài 11 

, X 2 y 2 

Trong mặt phăng cho elip (E) : ~ + ~~ = 1. 

25 16 

a) Tìm mối quan hệ giữa k và m để đường thẳng d : y - kx + m, tiếp xúc 
với elip (E). 

b) Khi d là tiếp tuyến của elip (E), gọi giao điểm của d với đường thắng 
X = 5 và X = -5 là M và N. Tính diện tích tam giác FMN theo k, trong đó F 
là tiêu điểm của (E) vói hoành độ dương. 

c) Xác định K để tam giác FMN có diện tích nhỏ nhất. 

___ (DẾ THI DẠI HỌC THẢI NGUYÊN - 2000) 

« Giải 

a) d : kx - y + m = 0; 

d tiếp xúc với elip o k 2 .25 + C—l) 2 .16 = m 2 m 2 - 25k 2 = 16. 

b) Gọi M là giao điểm của d và X = 5 thì M(5; 5k + m), N là giao điểm của d 
và X = -5 thì N(-5; -5k + in) Tiêu điểm có hoành độ dương của elip là 
F(3; 0). Ta có : 

FM = (2; 5k + m), KN = (-8; m - 5k) 

Vi FM . KN = -16 + m 2 - 25k 2 = 0 (do a)), nên tam giác FMN vuông tại 
F. Từ đó : 

Sfmn = ị |fmỊ.Fn| = ị Ịa + (5k + m) 2 v64 + (m - 5k) 2 . 

2 í I 1 2 

c) Áp> dụng bất đẳng thức Bunhiacôpski, ta có : 
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S F MN > |[(2.8 + (m + 5kKm - 5k)] = ì(16 + m 2 - 25k 2 ) 

= ị (16 + 16) = 16 
2 

Đẳng thức xảy ra khi : m + — = ----- <=> 25k = - 3m 
2 8 

Kết hợp với m 2 - 25k 2 * 16, ta được k = ± ^ . 


Vậy k = ± ^ thì Spmn nhỏ nhất. (Xem và so sánh với Bài 8) 
5 

Bài 12 


2 2 

a) Cho elip “ = 1. Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ các 

tiêu điểm của elip tới một tiếp tuyến bất kỳ của nó là một hằng số. 

b) Viết phương trình dường tròn đi qua các giao điểm của elip dã cho với 

elip?ị + y 2 =l. 
y 16 

(ĐỂ THI ĐẠI HỌC NÔNG NGHIỆP I, KHỐI B, 2000) 



a) Hai tiêu điểm của elip là Fj(- VẼ> ; 0) và F 2 ( y/E ; 0). 

Tiếp tuyến với elip tại điểm (Xy| y 0 ) bất kỳ thuộc elip có phương trình là : 
A: xxo ‘ỵỵo =lo2 Ị_ x> yọ 0 


Từ đó : d(Fj; A) = 


-Xo^-1 


4 . ỵỗ 


x ° 9 +1 

14 , ỹ| 


d(F 2 ; A) = 


14 , 4 


Suy ra : d(F : ; A).d(F 2 ; A) = 


..2 ...2 
Xo , y 0 


V 2 v 2 V 2 V 2 

Vì = 1 o — - 1 - . thay vào biểu thức tìm được và rút gọn ta 

9 2 4 2 4 9 

có : d(Fi; A).d(F 2 ; A) = 4 không đổi. 


76 





b) Tọa độ các giao điểm của hai elip là nghiệm của hệ : 

X 2 y 2 

T 4 Í4x 2 + 9y 2 =36 Í5x 2 + 25y 2 =52 Í5x 2 + 25y 2 = 52 

** 2 Ịx 2 + 16y 2 = 16 [3x 2 - 7y 2 = 20 [6x 2 -14y 2 =40 

.16 +y ' 

=> llx 2 + lly 2 = 92 => x 2 + y 2 = ~ . 

11 

92 

Vậy 4 giao điểm của hai elip nằm trên đường tròn X 2 + y 2 = ỶP nói cách 
khác trên đường tròn đi qua các giao điểm của hai elip có phương trình là : 


D. CẢC DỀ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 

01 . Lập phương trình chính tắc của elip trong các trường hợp sau : 

a) Có bốn đỉnh A](-6; 0), A 2 (6; 0), B^O; -3), B 2 (0; 3). 

'3 ' 

b) Gó tâm sai e = “ và độ dài nửa trục lớn là 3. 


c) Có tiêu cự 2c = 8, tâm sai e = 


ĐS : a) + Ị- = 1. b) — 
36 9 9 


+ = 1 hoác 


c) -í— + = 1 hoặc 

64 48 


X 

48 


64 


= 1 . 



02 . Trong mặt phảng Oxy cho elip (E) : X 2 + 4y 2 = 4 và hai điểm M(-2; m), 
N(2; n). 

a> Gọi A], A 2 là các đỉnh của elip trên trục lớn. Hãy viết phương trình các 
đường thẳng AiN và A 2 M. Tìm giao điểm của chúng. 

b) Cho MN thay đổi sao cho 11 Ó luôn tiếp xúc với (E). Tìm quỹ tích trung 
điểm I của đoạn MN. 

b) ~ + iy 2 = 1. 
vm + nm + ny 4 

2 2 

03 . Cho elip (E) : ~■ = 1 và hai đường thẳng d : ax - by = 0 , d' : ax + by = 0 , 

9 4 

a 2 + b 2 > 0. 

a) Xác định giao điểm M, N của d với (E), giao điểm p, Q của d' với (E). 

b) Tính theo a, b diện tích tứ giác MPNQ. 

c) Tìm điều kiện a, b để diện tích ấy lớn nhất. 

'd) Tìm điều kiện a, b để diện tích ấy nhỏ nhất. 
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ĐS : a) 

b) s = 


± 6b ± 6a 

± 6b + 6a 

,\/9a 2 +4b 2 \/9a 2 +4b 2 . 

,^9a 2 +4b 2 \/9a 2 +4b 2 / 


72(a 2 + b 2 ) 


v ? 9a 2 + 4b 2 V4a 2 + 9b 2 


c) ab = 0; 


d) I a I = I b I 


..2 ..2 

X y , 

04. Cho elip (E) có phương trình 4- ” = 1. Một đường thắng tiếp xúc với 

(E) tại M cắt hai trục tọa độ tại A và B. Xác dịnh các vị trí của M để diện 
tích tam giác OAB nhỏ nhát 

ĐS : (-5; -2), (-5; 2), (5; -2), (5; 2). 

05. Cho elip (E) : 4x 2 + 9y 2 = 36 và điểm M(l, 1). Đường thẳng d qua M cắt 
(E) tại p, Q. 

a) Xác định d để MP = MQ. 

b) Gọi N là trung điểm của PQ. Chứng minh khi d quay quanh M, điếm N 
chạy trên một elip cố định. 


ĐS : a) 4x + 9y - 13 = 0, 


b) 


16 x-7 
2 


36 X - 

2 


= 1 . 


13 13 

2 2 

06. Cho elip (E) : ~ + = 1. Một điểm p di động ở bên ngoài elip. Từ P kẻ 

16 9 

hai tiếp tuyến PM, PN đến (E),' tiếp xúc với (E) tại M, N. 

a) Tìm quỹ tích điểm p sao cho PM 1 PN. 

b) Khi p chạy trên đường thẳng d : 4x + 3y -24 = 0. Chứng minh đường 
thẳng MN luôn đi qua một điểm cô' định. 

ĐS : a) X 2 + y 2 = 25; b) ậ 

1,3 8 

X 2 V 2 . . 

07. Qua tâm o của elip (E) : —— + = 1 dựng hai nửa đường tháng vuông 

a 2 b 2 

góc với nhau cắt elip tại M, M'. Chứng minh rằng : 

1 | 1 1 | 1 

a OM 2 + OM' 2 a 2 + b 2 

ab 


b) Dây MM / tiếp xúc với đường tròn tâm 0, bán kính - ■■■ a ~_. . 

Va 2 + b 2 

2 2 

08. Cho elip (E) : + (a > b > 0). Gọi Fi, F 2 là tiêu điểm, AiA 2 là 

' a 2 b 2 

trục lớn của elip. o là tậm của elip và M là một điểm tùy ỷ trên elip. 

a) Chứng minh FiM. F 2 M + OM 2 = a 2 + b 2 . 

b) Chứng minh (F,M - F 2 M) 2 = 4(OM 2 - b 2 ). 

MP 2 b 2 

c) Gọi P là hình chiếu của M trên AiAia- Chứng minh : —. 

A 1 P.A 2 P a 2 
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cthuyên dề 5 : HYPEBOL 

A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 



Trục thực 
Trục ảo 


■ Tiêu điểm 


Tiêu cự 


F!(-c; 0), F 2 (c; 0) 


FiF 2 = 2c 


F, (0; — c), F 2 (0; c) 


2c 



Đường chuẩn 


A _ & . A , „ _ 8 

A i: X = - — ;:x = - 


. . „ _ b . „ _ b 

A 1 : y = ; ủ 2 : y = — 

e e 


Tính chất điểm M e (H) 

thuộc hypebol (H) <=> IMF!-MF 2 I = 2a 


FjM = I ex + a I 
F 2 M = I ex - a I 




FiM = I ex + b I 
F 2 M= lex-bl 


a. TIẾP TUYẾN CỦA HYPEBOL 

Phương trình tiếp tuyến với (H) tại (Xoỉ yo) € (H) 

= i íyọy x o x -i) 
a 2 ' b 2 lb 2 ' a 2 J 

Điều kiện để đường thẳng Ax + By + c = 0 tiếp xúc với (H) là : 
Ă 2 a 2 - B 2 b 2 = c 2 (B 2 b 2 - A 2 â 2 = c 2 ). 

3. HÌNH CHỮ NHẬT cơ SỞ. TIỆM CẬN 

Hình chữ nhật cơ sở của (H) có các cạnh X = ±a, y = ±b 

Hypebol (H) có hai dường tiệm cận là y = ± — X . 

a 

Đường tiệm cận là dường chéo của hình chữ nhật cơ sở. 
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 

Vấn để 1: XÁC ĐỊNH CÁC YẾU Tố CỦA HYPEBOL 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Đưa phương trình về dạng chính tắc, xác định các yếu tô theo công thứrc. 

B. vf DỤ 
Ví dụ 1 

Xác định độ dài hai trục, tiêu cự, tâm sai, tiêu điểm, hình chữ nhật CƠJ sở, 
dường chuẩn của hypebol (H) : 9x 2 - 16y2 - 144 = 0._ 

Giải 

(H) : 9x 2 - 16y 2 - 144 = p o ệ = 1 
' 16 9 

(H) có trục thực Ox, a = 4, b = 3, c = V 4 2 + 3 2 = 5 
Từ đó : Trục thực 2a = 8; trục ảo 2b = 6 
c 5 

Tiêu cự 2c = 10; tâm sai e = — = — . 

a 4 


Hình chữ nhậ'; cơ sở : X = ±4; y = ±3. 

3 

Phương trình hai tiệm cận y = ± -7 X. 

4 

Phương trình hai đường chuẩn : X = ± ~ . 

5 


Vấn để 2 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH HYPEBOL 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Cần tìm các hệ số a, b trong phương trình chính tắc của hypebol. Có 
trường hợp phái dùng phép tịnh tiến hoặc phép quay. ___ 

B. VÍ DỤ 

Vi dụ 2 _ 

Lập phương trình chính tắc của hypecbol (H) đi qua điểm (-3; 2) và có 
phương trình hai đường chuẩn là y = ± ~ . 

Giải 


Vì đường chuẩn song song với trục Ox nên phương trình chính tác của 
„2 7.2 

. y ỵ 

hypebol có dạng : í— - — = 1. 

b 2 a 2 

• — = — = ị=>2b 2 = c=> 4b 4 p c 2 => 4b 4 = a 2 + b 2 

e 2 c 2 

<=> a 2 = b 2 (4b 2 - 1) (*). 
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• (-3; 2) e (H) 


-----= 1 => 4a 2 - 9b 2 = a 2 b 2 
b 2 a 2 


Thay biểu thức (*) vào, ta có : 

4b 2 (4b 2 - 1) - 9b 2 = b 4 (4b 2 - 1) 4(4b 2 - 1) - 9 = b 2 (4b 2 - 1) 


<=> 4b 4 - 17b 2 + 13 = 0 o 


b 2 =1 => a 2 =3 


2 , 2 2 

Vậy ró hai hypebol thỏa mãn bài toán y 2 - = 1 ; —-— —— = 1. 

3 13 39 

Vâln đề 3 : TÌM ĐlỂM ở trên HYPEBOL 

A. PHƯtíNG PHÁP 


Sử dang công thức tính bán kính qua tiêu điểm; đưa về giao điểm của 
hypebol với một đường khác. 


B. VÍ DI 

Ví dụ 3 


Cho hypebol (H) : 9x 2 - y 2 - 9 = 0. 

Tìm diểm trên hypebol nhìn hai tiêu điểm dưới một góc ^ . 


Gọi M(x; ỵ) là tiêu điểm thuộc (H) nhìn FiF 2 dưới một góc ^. 
Ti í co định lý cosin trong tam giác, ta có : 

F,F 2 2 = F,M 2 + F 2 M 2 - 2F,M.F 2 Mcos ị 
=> F,?2 2 = (F,M - F 2 M) 2 + F,MF 2 M 

c 2 

=> 4c : = 4a 2 + I ex + a I I ex - a I => 4c 2 = 4a 2 + —— X 2 - a 2 

a 2 

=* 40= 4 + 10x 2 - 1 =* X 2 = ^ ^ X M = 1^—°- 
10 M 10 

2 Q 2 q 9.27 9\/30 

y M = 9x M - 9 = —- ^ y M = ±^- 

Vậy có 4 điểm thỏa mán bài toán là : 

í Ểĩĩ ■+ 9^30 ì í Vã70 + 9sl3Õ ) 

[ 10 ;± 10 10 :± 10 j' 
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Vân đề 4 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIÊP TUYÊN CỦA HYPEBOL 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Sử dụng công thức tìm tiếp tuyến tại một điểm nằm trên hypebol; sử 
dụng điều kiện để một đường thảng tiếp xúc với hypebol; sử dụng phương 
pháp chung dể tìm tiếp tuyến với một dường cong. 

B. VÍ DỤ 
Ví dụ 4 

Cho hypebol (H) : 4x 2 - y 2 = 4 

a) Viét phương trình tiếp tuyến với (H) tại điểm M(l; 0). 

b) Viết phương trình tiếp tuyến vđi (H) di qua diểm N(l; 4). __ 

Giải 

2 

a) (H) : 4x 2 - y 2 = 4 o X 2 - = 1. Vì M 6 (H) nên phương trình tiếp tuyến 

4 

qua M(l; 0) là : x.l - = lo X = 1. 

4 

b) Ta tìm tiếp tuyến dạng : Ax + By + c = 0 

Tiếp tuyến đi qua N(l; 4) => A + 4B + c = 0 

Tiếp tuyến tiếp xúc với (H) o A 2 - 4B 2 = c 2 

[A = --(4B + C) _ - ., 

=> „ 1, ' o (4B + C) 2 - 4B 2 = c- o 12B 2 + 8BC = 0 

[A 2 - 4B 2 - c 2 

'B = 0 

° B = -¥' 

3 

• B = 0oA = -C. Chọn c = 1, ta được tiếp tuyến x - 1 = 0. 

2C 5C 

• B = - ~ o A = — . Chọn C = 3, ta được tiếp tuyến 5x -2y + 3 = 0. 

Vậy có hai tiếp tuyến di qua Nlàx-l = 0và5x-2y + 3 = 0. 


c. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 


Cho hypebol 64x 2 - 169y 2 = -10816. Xác định tiêu điểm và các đườrtg iệm 
cận. _ 


V 2 V 2 V 2 V 2 

64x 2 - 169y 2 = - 10816 o ~~~ = 1 o ^~-~ = l,b = 8, a=13 
64 169 b 2 a 2 

Hypebol có trục thực nằm trên Oy, c = \J a 2 + b 2 = \l 233 . 
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Vậy hypecbol có tiêu điểm ià F] (ũ;—-s/ 23 ^ 3 ) , F 2 (ũ; v'233) 
có hai tiệm cận là y = ± — X . 


Bài 2 


Viết phương trình hypebol đi qua điểm M (24; 5) và có hai đường tiệm 
fcận ìà 5x + 12y = 0 và 5x - 12y = 0. __ 


Giải 

Vì hai đường tiệm cận đối xứng với nhau qua các trục tọa độ nén phương 

2 2 

X y 

trình hypebol có dạng : —— - 7 — = ± 1 . 

a 2 b 2 

Các đường tiệm cận lày = ỉ^-x=> - = Ặ 
12 a 12 


Điểm M(24; 5) thuộc hypebol 


576 25 


a 


= ±1 


b _ J5_ 

a ■ 12 
576 _ 25 = 
a 2 b 2 


Ta được hypebol 


b = 


5a 

12 

25a 2 


576. — 25a = 

144 


25a 2 

144 


b = 


5a 

12 


(a 2 = 3.144 
„2 ..2 


[a 2 = 432 
í b 2 =75 


b = s 

12 


432 75 

5a 


= 1 . 


b = 


12 


576 25 , I „ 

72 -Tỉ -- 1 a 2 = -3.144 

a b 

„2 ..2 

X y 

Vậy chỉ có hypebol —— - —— 
432 75 


vô nghiệm. 


1 thỏa mãn bài toán. 


Bài 3 

Lập phương trình chính tắc của hypebol với Ox là trục thực, tổng hai bán 

3 

trục a + b = 7, phương trình hai tiệm cận là y = ±^x.. 

4 

a) Tính độ dài các trục. 

b) Lập phương trình tiếp tuyến của hypebol song song với đường thẳng 
5x - 4y + 10 = 0. 

ị _ (DẾ THI ĐH DÀ NẮNG - KHỐI D - 1997) 
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Giải 


Phương trình của hypebol có dạng 


= 1 


Vì hai đường tiệm cận là y = ± — X nên ta có 

a 


a + b = 7 
b _ 3 
a 4 


a = 4 
b = 3 


Vậy phương trình của hypecbol là 


= 1 


16 9 

a) Độ dài trục thực 2a = 8; độ dài trục ảo 2b = 6. 

b) Tiếp tuyến song song với 5x - 4y + 10 = 0 nên có dạng 5x - 4y + m = 0. 
Từ điều kiện để một đường thẳng tiếp xúc với hypebol, ta có : 

5 2 . 16 - 4 2 .9 = m 2 <=> m 2 = 256 <=> m = ± 16. 

Vậy có hai tiếp tuyến thỏa mãn bài toán là : 

5x - 4y + 16 = 0; 5x - 4y - 16 = 0. 


Bài 4 

Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ một điểm bất kỳ của hypebol 
„2 ..2 

X y 9 ' 

2 - 7T = 1 đên các cận của nó là một sô không đôi. 
a b 

Giải 

Hypebol có hai tiệm cận là di : y = - — X o bx + ay = 0 

a 


d 2 : > = — X o bx - ay = 0 . 


Giả sử M(x 0 ; yo) là điểm bất kỳ thuộc hypebol. Khi đó : 


d(M, d,) = 


1 bx 0 + ay 0 1 

Va 2 + b 2 


d(M, d 2 ) 


bx 0 - ay 0 

Va 2 + b 2 


d(M, đi).d(M, d 2 ) . I ^bx 0 + ayọ)(bx 0 - ay 0 ĩ I _ Lt!ĩọl z^ ll 
a 2 + b 2 a 2 + b 


2 2 
x o yo 

a b 

a 2 b 2 



a 2 + b 2 


a 2 b 2 
a 2 + b 2 


không đổi. 


Bài 5 


Cho hypebol (H) : 
hypebol. 


■ - y~- = 1. Ký hiệu Ai(-a; 0), A 2 (a; 0) là hai đỉnh của 
a 2 b 2 
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Từ một điểm M trên hypebol dựng tiếp tuyến MT với đường tròn đường 
^ính A]A 2 và một đường thẳng song song với tiệm cận y = — X, đường thẳng 
[tày cát t rụ c thực tại p. Chứng minh răng MP = MT. __ 


Giải 

Giả sử M(x 0 ; y 0 ) e H. Vì tam giác OMT vuông tại T nên : 

MT 2 = OM 2 - OT 2 = Xo 2 + y 0 2 - a 2 (*) 

Ký hiệu P(X 1 , 0). Vì MP song song với y = — X nên hệ số góc : 


-yp 

X 1 ~ x 0 


_ b . 

= 7 » X 1 - x 0 
a 


ay 0 

b 


Từ đó : MP 2 = (Xj - Xo) 2 + y 0 2 = a y ° + y 0 2 

b 


-1 


So sánh với (*) ta có MT 2 = MP 2 => MT = MP. 


Bài 6 

..Hai đường cong gọi là trực giao với nhau tại A nếu chúng cắt nhau tại A 
rà tại đó hai tiếp tuyến của hai đường cong là vuông góc với nhau. 

Tìm điều kiện của a, b, c, d để tại mọi giao điểm của chứng, 

2 2 2 2 

slip (E) : ^ 5 - + 7 - 5 - = 1 và hypebol (H) ^ 5 - - ~ = 1 là trực giao với nhau. 

a 2 b 2 _ c 2 d 2 _ 

Giải 

Giả sử M(x 0 ; yo) là một giao điểm của (E) và (H). Hai tiếp tuyến tại M của 

E) và (H) ỉà + ^ = l và 

a 2 b 2 c 2 d 2 


Hai tiếp tuyến này vuông góc o ~. —- 


x 0 


y 0 -c 

b 2 d 2 


và 


2 _ 2 
y 0 a 

b 2 d 2 


yo Zo =n 
b 2 'd 2 


y 0 2 c 2 yo 2 

o —7T - r* 


b d 

2 _2 

yọ c 

b 2 d 2 


yo 


= 1 và 


y 0 2 a 2 


2 .. 2 

yọ a 

b 2 d 2 

y 0 2 ^ 


b 2 d 2 


yọ 

d 2 

c 2 

b 2 d 2 


= 1 


1_ 

b 2 


a 

b 2 ^ 


d 2 


<=> c 2 + d 2 = a 2 - b 2 . 
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Bài 7 


X y A ^ 

Cho hypecbol (H) : —- - “ = 1 và một tiếp tuyến bát kỳ của (H) li 
a 2 b 2 ' 

d:Ax + By + C = 0 (A 2 + B 2 > 0) tiếp xúc với (H) tại T. Gọi M, N là giai 
điểm của tiếp tuyến d với các tiệm cận của (H). 

a) Chứng minh T là trung điểm của MN. 

b) Chứng minh tam giác OMN có diện tích không phụ thuộc vào tiế] 

tuyến d (O là gốc tọa độ). _ 

Giải 

a) d là tiếp tuyến => a 2 A 2 - b 2 B 2 = c 2 > 0 => aA ±bB 5* 0. 

Phương trình tiếp tuyến tại T(x t , y-r) là 

ĩị-ỌỈ-1 = 0 = Ax + By + C = 0 
a 2 b 2 

X T y T 1_ a 2 A _ b 2 B 

"% 2 A~ b 2 B _ C^ Xt c ,yT c 

b 

d cắt hai đường tiệm cận y = ± — X tại các điểm có hoành độ là nghiện 

a 

của Ax± B. - X + c = 0. 
a 

V aA + bB aA + bB J vaA-bB aA - bB J 

x M +x N -aC -ac _ - a 2 AC + abBC - a 2 AC - abBC 

2 “ 2(aA + bB) + 2(aA - bB) = 2(a 2 A 2 -b 2 !! 2 ) 

- a 2 AC -a 2 AC -a 2 A 
a 2 A 2 - b 2 B 2 c 2 " c _Xt 

y M + = -bC __bc_ = b 2 BC = b 2 B = 

2 2(aA + bB) 2(aA-bB) a 2 A 2 -b 2 B 2 c T ' 

Vậy T là trung điểm của MN, 

b) Ta có MN 2 = (x M - x N ) 2 + (y M - yw) 2 = 4a — 

c 2 


Tam giác OMB có chiều cao OH là khoảng cách từ o đến d (vì MN nằn 
trên d). Vậy : OH = ■ - . 1 ^ - . - 

JÃŨB 2 


Từ đó Somn = ỉ OH . MN = ị 


2abVÃ 2 + B 2 


2 Va 2 +B 2 1 c 1 


=> Somn = ab không phụ thuộc vào tiếp tuyến d. 


86 





Bài 8 


a) Viết phương trình hypebol (H) có các trục trùng với các trục tọa độ và 
tiếp xúc với hai đường thảng di : 5x - 6y + 8 = 0 và d 2 : 5x + 8ỵ + 6 = 0. 

b) Chứng minh rằng qua điểm A(l; 1 / 2 ) có thể kẻ được hai tiếp tuyến với 

(H) vuông góc với nhau. Tính khoáng cách từ A đến đường thẳng nối hai tiếp 
điểm. _ 

Giải 


a) Vì các trục của hypebol trùng với các trục tọa độ nên phương trình có 

dạng = 1 h °ặ c 

a b 2 b 2 a ỵ 


• (H) 


1 . 


Do tiếp xúc với d t và d 2 


Í25a 2 - 36b 2 = 64 ja 2 = 4 
[25a 2 - 64b 2 =í36 [b 2 = 1- 


(H) : ^--y 2 = 1. 
4 


• (H) 


= 1 => 


36b 2 - 25a = 64 
64b 2 - 25a 2 = 36 


=> 28b 2 = -28 vô nghiệm 


Vậy chỉ có một hypebol thỏa mãn bài toán là (H) : —-— y =1. 

4 


b) Đường thẳng qua A(1; ylõ.) có hệ số góc k : 

d : y = k(x - 1) + V 2 <=> kx - y + ^ - k = 0 
d tiếp xúc với (H) <0 4k 2 -1 = ( V 2 - k) 2 <=> 3k 2 - 2 SỈ2 k - 3 = 0. 

Phương trình bậc hai này có hai nghiệm phân biệt ki, k 2 , k!.k 2 = -1 nên 
qua A kẻ dược hai tiếp tuyến với (H) và hai tiếp tuyến đó vuông góc. 

Gọi (Xo; yo) là tiểp điểm của (H) với tiếp tuyến d kẻ qua A. 


Khi đó d : ^-y„y = 1. 
4 4 


~ - V2y 0 =1 (vi d đi qua A) => (x 0 ; yo) thuộc đường thẳng A: ^ - V 2 y - 1= 0 
4 4 

Vậy A là dường thẳng nối hai tiếp điểm. 


Ta có : d (A, A) = 


Ị - V2.V2 -1! 

4 Ị 



11 

V33 


V33 

3 
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Bài 9 

Viết phương trình hypebol có tâm sai e = 2, hai tiêu điểm Fi(-5; 2!) và 
I F 2 (3; 2) trong mặt phẳng tọa độ Oxy. _ 

Giải 

Gọi O' ià trung điểm của FiF 2 , ơ(-l; 2). Dời hệ trục Oxy đến hệ trục mới 

0'XY theo vectơ 00', ta có : | x ~ 1 ^ ^ ~ x + 1 

[y = 2 + Y Ịy = y - 2 

=> FiF 2 nằm trẽn ơx, 0'Ylà trung trực của FjF 2 . 

Hypebcl có tiêu cự FjF 2 = 2c = VÌ4 + 0 = 8 => c = 4 


Tâm sai e= — = 2=>a = -r=2 
a 2 

b = Vc 2 - a 2 = Vl6 - 4 = ỰĨ2 . 

ỵ2 ỵ2 

Vậy trong hệ trục 0'XY, phương trình hypebol là —-=1, trong hệ 

4 12 

trục Oxy phương trình của hypebol là : —= 1. 

Bài 10 


Cho hypecbol (H) : —— - — = 1. 

ti 2 b 2 

a) Tìm tập tất cả các điểm trong mặt phảng tọa độ sao cho từ mỗi điểm 
đó có thể vẽ được hai tiếp tuyến với (H) và hai tiếp tuyến dó vuông góc với 
nhau. 

b) M là một điểm bất kỳ trèn (H), A Ị, A 2 là hai dường thẳng đi qua M 
tương ứng song song vứi hai đường tiệm cận của (H). Chứng minh rằng diện 
tích s của hình bình hành giới hạn bôi A 1 , A 2 và hai đường tiệm cận là một 
số không đổi. 

(ĐỂ THI ĐH Dựợc HÀ NỘI - 1997) 


Giải 

a) Giả sử tại A(x o; y 0 ) kẻ được hai tiếp tuyến vối (H) và hai tiếp tuyến đó 

vuông góc với nhau. Khi đó hai tiếp tuyến này có hệ số góc là k và - -. 

k 

Phương trình các tiếp tuyến là : y = k(x - Xo) + y ( ) o kx - y = kxo - y 0 

y = -^(x - Xo) + y 0 <=> X + ky = kyo + Xo- 
k 

Từ điều kiện để đường thẳng tiếp xúc với (H), ta có : , 

k 2 a 2 - b 2 = (kx 0 - y 0 ) 2 
a 2 + k 2 b 2 ± (ky 0 + Xo ) 2 
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Gỉẳỉ 


Nếu d song song với trục Ox thì dễ dàng thây rằng d' là tiực Oy, là một 
dường thẳng cô' định, đi qua tâm của (Hj. 

Tương tự, nếu d song song với trục Oy thì d' là trục Ox. 
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Trường hợp còn lại, d có hệ sô góc k í 0 không dối, 
d : y = kx + m 

Hoành độ giao điểm của d và (H) là nghiệm của : 

X 2 (kx + m) 2 ,22 _2/i,2„2 , Ol___2\ _ „2i 2 

- - —— = 1 <=> b X - a (k X + 2kmx + m ) = a b 

a 2 b 2 

o (b 2 - a 2 k 2 )x 2 - 2a 2 kmx - a 2 (b 2 + m 2 ) = 0 
Nếu phương trình này có hai nghiệm thì Xi là trung bình cộng của hai 
nghiệm, do đó theo định lý Viet : 


X| = 


a 2 km _b 2 -a 2 k 2 


Vì I e d nên : yi = kxi + m = kxi + 


b 2 - a z k 2 



b 2 b 2 

Vậy I nằm trên đường thẳng cố định d' : y = —T— X có hệ số góc là — 5— 

a 2 k a 2 k 

và đi qua tâm o cùa hypebol. 

Bài 12 

2 2 

Trong mặt phăng cho hypebol (H) : —— = 1. 

4 9 

Gọi d là đường thẳng qua gốc tọa độ 0, có hệ số góc k, d ; là dường thẳng 
di qua o vuông góc với d. 

a) Tìm điều kiện đối với k để d và d' đều cắt (H). t, 

b) Tính theo k diện tích hình thoi CQ bốn đỉnh là giao điểm của d và d' 
với (H). 

c) Xác dinh k để hình thoi đó có diện tích nhò nhất. __ 

Giải 


a) d : y = kx. Nếu k = 0 thì d’ là trục tung, không cắt (H), do đó k * 0. Từ đó 

,,_ 1 

d , y = - — X. 

k 

Phương trình hoành độ giao điểm d và (H) : 

— - = lo(9 - 4kV = 36 (*). 

4 9 

Phương trình hoành độ giao điểm của d' và (H) 

-- - -íi- = 1 o (9k 2 - 4)x 2 = 36k 2 (**) 

4 9k 2 


, , ,, . . [9 - 4k 2 >0 4 , 2 9 2 

d và d' đều cắt (H) <=>< „ o -£■ < k < -- c? ^ < I ỉ: 

[9k 2 - 4 > 0 9 4 3 
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b Gọi M, N là giao điểm của d với (H), theo (*) ta có 


Xm,n 


±6 


\l9-4k 2 


Ym.n - 


_±6k 

\Ỉ9~- 4k' 


Gọi p, Q là giao điểm của d' với (H), theo (**) ta có 
± 6k +6 


xp.Q = 


V9k 2 


yp.Q 


/9k 2 


Từ đó : OM- = XM 2 + y M 2 = 3 ^ (1 ^ k 2 2) 
9 - 4k 2 


OP = Xp 2 + yp 2 = 


36(1+ k 2 ) 
9k 2 -4 


s = Smpnq = 20M. OP — 


72(1 + k 2 ) 


V(9- 4k 2 )(9k 2 -4) 

Theo bất dẳng thức Côsi : 

V(9 -4k 2 )(9k 2 -4) < ị[(9 - 4k 2 ) + (9k 2 - 4)1 = ị(k 2 + 1) 

2 2 

Dấu đẳng thức o 9 - 4k 2 = 9k 2 -4ok 2 =lok = ±l 
72(1 + k 2 l 144 

Do đó : minS = - = —- khi k = ±1 hay d, d' là hai đường phân 


(1 + k ) 


giác của các trục tọa độ. 

Bài 13 


Trong mặt. phăng với hệ tọa độ Oxy cho hybebol (H) : 4x 2 - 9y 2 = 36. 
a) Xác định tọa độ các đỉnh, tọa độ các tiêu điểm và tâm sai-của hybebol. 


a) Xác định tọa độ các đỉnh, tọa độ các tiêu điểm và tâm sai-của hyb< 

' I r 7 ựg 'Ị 

b) Viết phương trình chính tắc của elip (E) đi qua điểm M ——- ; 3 

_J ! ỉ_ .. 1,1 1_L 1_1 _ 


và có 


chung tiêu điểm với hybebol đã cho. 


(ĐỂ THI TỐT NGHIỆP PTTH - 2000) 


Giải 


a) (H) : ị - ị = 1. 
9 4 


Ta có : a = 3, b = 2, c = Va 2 + b 2 = VĨ3 . Từ đó : 
Tiêu điểm : F,(- VĨ3 ; 0); F 2 ( síĩ 3 ; 0) 

Đỉnh : A,(- 3; 0), A 2 (3; 0) 

_c _ v/Ĩ3 ... 

a 3 
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b) Vì hai tiêu điểm K 1 , F nằm trên trục Ox và đôi xứng qua gốc tọa độ nên 
elip có trục lớn nằm trên Ox và có tâm là gốc tọa độ. Vậy elip có phương 


a 2 - b 2 = c => a 2 - b 2 = 13 => a 2 = b 2 + 13; 

elip đi qua M| ; 3|, nên ~ = 1 => 147b 2 + 36a 2 - 4a 2 b 2 = 0 

l 2 ì 4a 2 b 2 • 

Thay a 2 = b 2 + 13 vào ta được : 4b 4 - 131b 2 - 468 = 0 => b 2 = 36 a 2 = 49 


„2 ..2 
X V 

Vậy elip có phương trình là : —— + ị— = 1. 

6 49 36 


Tìm tập hợp các điểm M(x; y) trong hệ tọa độ Đềcác trực chuẩn Oxy sao 
cho khoảng ''ách từ M đến điểm F(0; 4) bằng hai lần khoảng cách từ M đến 
đường thẳng y = 1. 

(ĐỂ THI ĐẠI HỌC LUẬT VÀ XÂY DựNG HÀ MỘI - 2000) 


Giải 

Ta có : MF = yịx 2 + (y - 4) 2 ; khoảng cách từ M đến đường thẳng y = 1 là 
I y - 11. Từ đó ta có : 

yjx 2 + (y - 4Ì 2 = 2|y -1| o X 2 + (y - 4) 2 = 4(y - l) 2 o X 2 - 3y 2 = - 12 


<=> —— = 1 

4 12 

Vậy tập hợp điểm cầm tim là một hybebol. 

D. CÁC ĐỀ TOÁN Dẻ LUYỆN TẬP 

01. Vièt phương trình hypebol biết góc giữa hai dường tiệm cận bằng 60° và 
đi qua điểm M(6; 3). 

x 2 v 2 2 2 

ĐS : —— - = 1 ; = 1 . 

93 33 99 

02. Viết phương trình hypebol biết một đỉnh trên trục thực là (-3; 0) và 
phương trình đường tròn ngọai tiếp hình chữ nhật cơ sở là X 2 + y 2 - 16 = 0. 

-.2 2 

ĐS : = 1. 

9 7 

03. Cho hypebol (H) : 8x 2 - y 2 - 8 = 0 và đường thẳng d : 2x - y+ m = 0. 
a) Chứng minh d luôn cắt (H) tại hai điểm M, N thuộc hai nhánh củi 
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hypebol (x M < X N ). 

b) Gọi Fi, F 2 là hai tiêu điểm của (H) (x Fi < Xp 2 ) xác định m sao cho 

F 2 N s 2FịM. 

. V., - 6 ± 16 v /2 

Đa : b) m = -—-. 

21 

04. Cho hypebol (H) : —V - tV = 1 • 
a 2 b 2 

a) Tính độ dài của phần đường tiệm cận chắn bởi hai đường chuẩn. 

b) Tính tích các khoảng cách từ một tiêu điểm đến hai đường tiệm cận. 

c) Chứng minh rằng chân đường vuông góc hạ từ một tiêu điểm đến hai 
tiệm cận nằm trên đường chuẩn tương ứng với tiêu điểm đó. 

ĐS : a) 2a; b) b 2 . 

05. Chứng minh rằng khi d : xcost - ysint + V4cos 2 t - 1 = 0 là đường thẳng 
thì nó tiếp xúc với một hypebol cố định. Viết phương trình cùa hypebol đó. 

ĐS:^--y 2 =l. 

3 

06. Cho hypebol (H) : — - = 1. 

a 2 b 2 

a) Một dường thẳng qua tâm (H) cắt (H) tại M, N. Chứng minh các tiếp 
tuyến của (H) tại M, N song song với nhau. 

b) Chứng minh rằng nếu hai tiếp tuyến của (H) song song với nhau thì 
các tiép điểm đối xứng qua tâm của (H). 

07. Cho họ đường cong : (C m ) : (m 2 - 4)x 2 - 4y 2 - 4(m 2 - 4) = 0. 

Tùy theo giá trị cúa tham số m, hãy xác định dạng đường cong (C m ). 

ĐS: m = 0 là đường tròn; 

0 < I m I < 2 là elip; 

I m I = 2 là đường thẳng y = 0; 

I m I > 2 là hypebol. 
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Chuyên dè 6 : PfĩRfÌBOL 
A. TÓM TẮT LÍ THUYẾT 


1. CÁC DẠNG CHÍNH TẮC CỦA PARABOL 

Phương trình 

chính tắc 

y' = 2px 

*< 

II 

1 

to 

X 

á, 

CN 

II 



Tính chất 

điếm thuộc X € (P) o đ(M, A) = MF 

parabol (P) 


2. TIẾP TUYẾN CỦA PAllABỌL 

Phương trình tiếp tuyến với (P) tại M(x„; y ( j) e (P) 
y 0 y = p(x + Xo) 

(y t) y = -p(x + Xo); X()X = p(y + y„); x„x = -p(y + y 0 )) 
Điều kiện đé đường thẳng Ax + By + c = 0 tiếp xúc với (P) 
B 2 p = 2AC 

(B 2 p = -2AC; A J p = 2BC; A'p = -2BC). 


B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 

Vấn để 1 : XÁC ĐỊNH CÁC YÊU Tố CỦA PARABOL 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Đua phương trình về dạng chính tắc, từ đó xác định các yếu tố. 
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B. Vi DỤ 
Ví dụ 1 

Xúc định tham sô p, tọa độ đinh, tiêu điểm và phương trình đường chuẩn 
parab ol : x~ - 2x + 8y + 17 = 0 . _ 

Giải 

X 2 - 2x + 8y + 17 = 0 o (x - l) 2 = -8(y + 2). Đạt 0 (1; -2). 

Thực hiện phép tịnh tiên theọ 00' đưa hệ trục Oxy thành hệ trục O XY. 

Công thức đổi trục I ~ Trong hệ trục 0'XY, phương trình của 

[y = Y - 2 

parabol là : X 2 = -8Y. 

Vậy dinh cùa parabol là O', tọa độ trong Oxy là 0' (1; -2). 

|x = 0 

Tiêu điểm F : I p => F(l; -4) 

[ Y = 2 

Đường chuẩn A : Y = ^ =>y-2 = 0. 

Trong hệ tọa độ Oxy; A : y = 0. 

Vấn để 2 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH PARABOL 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Để lập phương trình chính tắc ta cần tìm tham số p. Nếu trục đối xứng 
của parabol song song với một trục tọa độ thì dùng phép tịnh tiến đưa nó về 
dạng chính tắc. Cũng có thê sứ dụng định nghĩa parabol đê lập phương trình 
của nố. _ 

B. VÍ IDỰ 

Ví dụ 2 

Lập phương trình parabol có trục đối xứng là Ox, đỉnh là gốc o và đi qua 
điểm M(-2; 4). _ 

Giải 

Phương trình parabol có dạng y 2 = -2px. Vì parabol di qua điểm (-2; 4) 
nên ì ứ = (~2p)(-2) => p = 4. 

Vậy phương trình parabol là : y 2 = -8x " 

Vấn đế 3 : TÌM ĐIEM TRÊN PARABOL 

A. PHtƯƠNG PHÁP 

Áp dụng công thức tính bán kính qua tiêu điểm; đưa bài toán về việc tìm 
giao diiếin của parabol với một đường khác.___ 
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B. VÍ DỤ 

Ví dụ 3 


Tìm trên parabol y 2 = 8x điểm M biết bán kính qua tiêu điểm của nõ là 
bằng 8. 

Giải 

y 2 = 8x => y = 2px với p = 4. 

MF = x + — => 8 = X M + 2 => X M = 6. 

Từ đó y M 2 = 48 => yM = ± 4\Í3 . Vậy có hai điểm thóa mãn bài toán là 
M,(6; 4 n/ 3 ), M 2 (6; -4v/ã ). 


Vấn đề 4 : VIẾT PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN CỦA PARABOL 

A. PHƯỜNG PHÁ ĩ* 

Sử dụn.g công thức tìm tiếp tuyến tại một điểm nằm trên parabol; sữ dụng 
diều kiện dè mộ: dường thăng tiếp xúc vđi parabol. __ 

B. Ví DỤ 
Ví dụ 4 

Tìm tiếp tuyến chung của parabol (P) : y 2 = 12x và elip (E) : 6x 2 + 8y 2 g 48. 

Giải 

Ta tìm phương trình tiếp tuyến chung dạng d : Ax + By + c= 0 
Vì d tiếp xúc với (P) => B 2 .6 = 2AC. 

Vì d tiếp xúc với (E) => 8A 2 + 6B 2 = c 2 . 

Vi c * 0 nên chọn c = 1, ta có : 

■ 1 

[a = 3B 2 [a = 3B 2 ^ 4 

ỊsA 2 + 6B 2 = 1 [8A 2 + 2A - 1 = 0 B = + K' 

V 12 


Vậy có hai tiếp tuyến chung là : 

— X ± —=y + 1 = 0 
. 4 VĨ2 


<=> 3x ± 2v / 3 y + 12 = 0. 


c. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 

Bài 1 

Cho parabol y 2 = 4x. Một đường thẳng bất kỳ đi qua tiêu điểm (của 
parabol), cắt parabol tại hai điểm phân biệt A và B. Chứng minh rằng tích 
các khoảng cách từ A và B đến trục parabol là một số không dổi. 
__(ĐỀ THI DH KINH TE QUÓC DÃN HA NỘI -1999) 
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Tiêu điểm của paraboHP) là F(l; 0), trục của paraboỉ là Ox. Khoảng cách 
từ một điểm đến trục cùa (P) chính là giá trị tuyệt đôi cùa tung độ. 

Đường thẳng X = 1 qua F, cất (P) tại A(l; 2), B(l; -2) 

Do đó tính khoảng cách từ A và B đến trục là : 121 + 1-21 =4. 

. Đường thắng d khác X - 1 = 0 qua E cắt (P) tại hai điểm phân biệt phải 
có hệ sô góc k * 0. Do đó; d : y = k(x - 1), k * 0. 


Tọa độ giao điểm A và B là nghiệm của hệ : 


y = 4x 


Do dó tung độ A và B là nghiệm cúa phương trình ky 2 - 4y - 4k = 0; k * 0. 
Theo dụih lý Viét : yA-)'B = -4 => lyAI■ I ynI =4. 

Vậy trong mọi trường hợp, ta đều có tích các khoảng cách từ A và B đến 
trục của parabol bằng 4 không đổi. 

Bài 2 


Trong mặt phẳng cho parabol (P) : y 2 = X. 

Gọi (C) là đường tròn tâm C(2; 0), bán kính R. 

a) Xác định R đế đường tròn (C) tiếp xúc vổi parabol (P). Xác dinh tọa độ 
tiếp điểm T và T'. 

b) Viết phương trình các tiếp tuyến chung tại T và T. 


(x - 2) 2 + y‘ 


a) Tọa độ giao điểm cua (C) và (P) là nghiệm của hệ 


V| vậy hoành độ giao điểm của chúng là nghiệm cua phương trình : 

(x - 2) 2 + X = R" o X" - 3x + 4 - R 2 = 0 
(C) và (P) tiếp xúc vđi nhau khi phương trình này có nghiệm kép tức là : 

A = 9 - 4(4 - R-) = 0 €> R = = Ậ. 


Khi dó hoành độ tiếp điểm là X = - = ~ 

tung độ tiếp điểm là y = ± Vx = ± 


ny rịỊ4)Mị-.-4 


3 _ n/6 

2 ± 2 


b) Tham sô của parabol là p = — , do đó : 
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• Tiếp tuyến tại TỊ^ :-^'y= 2 ^x + ^j ^ 2x - ^Vẽy + 3=0. 

• Tiếp tuyên tại T'Ị^;- ~J : - y = 2 ( x + 2 ) ^ + + 3=0. 

Bài 3 

I Cho parabol (P) : y 2 = 2px và đuờng tháng d : 2mx - 2y - mp = 0. Gọi M', 
I M" là các giao diêm của (P) và d. 

j Chứng tỏ rằng đường tròn dường kính M'M" tiếp xúc với đường chuẩn của 
[ parabol (P). Viết phương trình đường tròn đó. 

Giải 

Giả sử M’(x'; y'), M”(x"; y"). Khi đó (x'; y’), (x"; y") là nghiệm của hệ : 

2 í/n- - 

_ y 


ịy 2 - 2px = 0' 

[2mx - 2y - mp = 0 


o 


2p 

2mx - mp 


(ỉ=5^j - 2px = 0 
2m.^— -2y - mp = 0 

2p 


m 2 x 2 - (m 2 + 2)px + = 0 (1) 

4 

y 2 - —y -p 2 = 0 (2) 


Chú ý : Khi m = 0 =>d : y = 0 tiếp xúc với (P) tại đính => M' =M". 

2 

Vì (2) có A' = —- + p 2 > 0 nên luôn có hai nghiệm, d cắt (P) tai hai 
m z 

điểm Gọi I là trung điểm của M'M", từ (1), (2) và định lý Viét : 


K ẫ + x" (m 2 + 2)p 

Xl 7 — 2 2m 2 ^ / (m 2 + 2) P ; p_ 

y' + y" p { 2m 2 ’ m 

yi =L -¥- = -z 
2 m 

Cũng theo định lý Viét : 

M'M" 2 = (x' - x") 2 + (y' - y") 2 = (x’ + x") 2 - 4x'x" + (y' + y") 2 - 4y'y'' 


= p 2(m> 1ỂL _ p2 + ịĩt '1 . a-2 

m 4 


+ 4p 2 


4p 


,2 

- (m 4 + 2m 2 + 1) = —(m 2 +1) 2 
m 4 


Suy ra M’M" = 2p| 1 + —- I. 

m 2 
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Đường chuẩn là A : X = - — . Do đó 


d(I, A) = 


(m + 2)p + p 
2m 2 + 2 


= p 1 + - 


= ~ M' M". 
2 


"Vậy đường tròn đường kính M'M' tiếp xúc với đường chuẩn. 
Phương trình đương tròn này là : 


r p(m 2 + 2) 

X- “ — — 

2m 


+ y-- 


= p a 1 + 


1 


Chứ ý : Có thể chứng minh đường tròn đường kính M'M" tiếp xúc với 
đường chuẩn theo cách khác như sau : 

Ký hiệu A : X - - ^ là đường chuẩn, >■ 0 j là tiêu điểm vì 

2m. ^ - 2.0 - mp = 0 => F e d 

Từ đó theo diều kiện điểm thuộc parabol, ta có : 

M'F = d(M', &), M"F = d(M\ A). 

Gọi I là trung điểm của M'M" thì : 

A , d(M',A) + cKM",ẩ) MF + M n F M'M" 

d(í,A) = -——- = ---= —-—. 


Vậy dường tròn tâm I, bán kính — * tiếp xúc với 4 nói cách khác, 

dường tròn dường kính M'M" tiếp xúc với A 

Bài 4 

Trong mặt phẳng cho parabol (P) : y = 

và đường thẳng d : 2mx - 2y + 1 = 0. I 

a) Chứng minh rằng với mọi m, d luôn đi qua tiêu điểm F của’ parabol (P) 
và cắt (p) tại hai điểm phân biệt M, N. Tìm quỹ tích trung điểm I của MN 
khi m thay đối. 

b) Tính góc tạo bởi các tiếp tuyến của (P) tại M và N. _ 

Giải 

a) Vì tiêu điểm f( 0; Ậ 1 có 2m.O -2-4 +1 = 0 nên d luôn đi qua F. 

t 2 ) 2 

1 , 1 2 1 
Vì d : y = mx + — nên hoành độ giao điếm là nghiệm của A X = mx + — 

o X 2 - 2mx -1 = 0. 


99 




Vì A' = in 2 + 1 > 0 nên phương trình này luôn có hai nghiệm phân biệt 
d cắt (P) tại hai điếm phân biệt. Theo định lý Viét : X| = Xm ^ * n - ra . 

Vì I € d nên yi = m.xi + ^ yj = Xj 2 + ^ . 


I 


Vậy quỹ tích của I là parabol : y = X 2 + ~. 

b) Theo công thức, tiếp tuyến với (P) tại M, N là : 

X M X = y M + y <=> y = X M X - y M . 

X N X = y N + y » y = X N X - y N . 

Theo định lý Viét XM-X N = -1, do đó tiếp tuyến tại M và N vuông góc với 
nhau, nói cách khác góc giữa chúng bằng 90°. 

Bài 5 


M là một điểm thuộc parabol (P) : y 2 = 64x, N là một điểm thuộc dường 
thẳng A: 4x + 3y + 46 = 0. 

a) Xác định M, N để đoạn MN ngắn nhất. • 

b) Với kết quả tìm được ở a) chứng tỏ rằng khi đó đường thẳng MN vuông 
góc với tiếp tuyến tại M của parabol. 


a) Giả sử M(xo; y 0 ) 6 (P). Ta có : M 77 - ;y 0 

64 


4^r- + 3y 0+46 

d(M,A) = -- = ^- + ^y 0 +x 

80 5 5 

= i-(y 2 + 48y 0 + 736) = ^-[(y 0 +24) 2 +160] > 2. 

oO oU 

mind(M, A) = 2 o y 0 + 24 = 0 o yo = -24, Xo = 77 = 9. 

64 

Vậy M(9; -24). 

Để tìm N e A, ta lộp phương trình đường thẳng qua M vuông góc với 

A : o 3x -4y - 123 = 0 

4 3 


3x - 4y - 123 = 0 
4x + 3y + 46 = 0 


V ,„ KT (37 126Ì 

Vậy N . 

V 5 0 / 
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b) Tiếp tuyến với (P) tại M(9; -24) là : -24y = 32(x + 9) o 4x + 3y - 12 = 0. 
Đường thẳng MN : 3x - 4y - 123 = 0. 

Vì 4.3 + 3(-4) = 0 nên MN vuông góc với tiếp tuyến với parabol tại M. 

Bài 6 

Trong mặt phàng tọa độ Oxy cho parabol (P) : y 2 = 4x và hai đường thẳng 
d : m 2 x + my + 1 = 0, A : x - my + m 2 = 0, m là tham số khác 0. 

a) Chứng minh rằng d i i và giao điểm M của d và A di động trên một 
đường thẳng cố định khi m thay đối. 

b) Chứng minh d và A luôn tiếp xúc với (P). Gọi A và B lần lượt là tiếp 

điểm của d và A với (p). Chứng minh rằng đường thẳng AB luôn di qua một 
điếm cố định khi m thay dổi. _ 

Giải 


a) Vỉ m .1 + m (-m) = 0 nên d 1 A. 

Tọa độ giao điểm d và A là nghiệm của hệ : 

[x = -l 


m X + my + 1 = 0 


X - nay + m 


0 


y = m - 


1 ■ 


Vậy MỊ - 1 ;m - — I vàM luôn thuộc đường thẳng cô định X = -1 với mọi 

V 

m * 0. 

b) Ta viết (P) : X = y~ ; d : X = - niy * - ; A : X = my - m. 

4 m 

Khi đó tung độ giao điểm (P) và d là nghiệm của phương trình : 

y~ = - ray V* <=> niy 2 + 4my + 4 = 0« (my + 2) 2 = 0. 

4 m 2 


2 

Vi phương trình này có nghiệm kép y = - — nên (P) tiếp XÚC với d và 

m 

tiếp điểm là A| ; - — 

V m 2 m 

Tung dộ giao điểm (P) và A là nghiệm của phương trình : 

y 2 

-- = my - m 2 <=> y 2 - 4my + 4m 2 = 0 « (y - 2m) 2 = 0. 

4 



Vì phương trình này có nghiệm kép y = 2m nên (P) tiếp xúc với A và tiếp 
điếm là B(m 2 ; 2m). 

Ta có : AB = im' 2 — Ịr ; 2m + —ì = ——^-ì(m 2 - 1; 2m) 
l m 2 mj m 2 

=> AB có vetơ chỉ phương là (m 2 - 1; 2m) hay vectơ pháp tuyến là (2m; 1 - in 2 ). 
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Vì vậy AB : 2m(x - m 2 ) + (1 - m 2 )(y - 2m) = 0 
<=> 2mx + (1 - m 2 )y - 2m,= 0 
Ta viết phương trình AB dạng : -m 2 y + 2(x - l)m 

Đẳng thức này đúng với mọi m cs> -P 0 . _ <=> 

e v [2(x -1) = 0 

Vậy đường thẳng AB luôn đi qua điểm cô' định 1(1 

Bài 7 

Trong mặt phẳng Oxy cho parabol y = X 2 - 2x và eìip — + y 2 = 1. 

9 

a) Chứng minh rằng parabol cắt elip tại bốn điểm phân biệt. 

b) Chứng minh bốn giao điểm nói trên nằm trên một đường tròn. Xác 
định tâm và bán kính của đường tròn đó. 

_ (ĐẾ THI DH NGOẠI THƯƠNG cơ SỚ TP HCM - 1999) 

Giải 

j2 

a) Đỉnh của parabọl là (1; 1) năm ngoài elip (do + 1 2 >1), parabol cắt 


+ y = 0 

X = 1 

y = 0 
0). 


trục hoành tại các điểm (0; 0) và (1; 0) nằm trong elip, do vậy parabol cắt 
elip tại bốn điểm phân biệt. Có thể giải theo phương pháp giải tích như sau : 

Ịy = X 2 - 2x 

Tọa độ giao điểm là nghiệm của hệ : < x 2 

„ +y =1 

l 9 

Do đó hoành độ của giao điểm là nghiệm của phương trình : 

x 2 , / 
—-+ (X 2 - 2x) 2 = 1 o f(x) = 9x 4 - 36x s + 37x 2 -9 = 0. 


Ta sẽ chỉ ra phương trình này có bốn nghiệm phân biệt và như vậy 
parabol cắt elip tại bốn điểm phân biệt. 

Thật vậy vì ftx) liên tục trên R và fĩ—1) = 73; ft0) = -9; f(l) = 1; ÍI2) = -5; 
Í13) = 81 nên phương trình f\x) = 0 có bốn nghiệm nằm trong các khoảng 
(-1; 0), (ò; 1), (1; 2), (2; 3). 


b) Trở lại xét hệ phương trình xác định tọa dộ của các giao điểm, ta có 


y = X - 2x 

V 2 „ <=> 

X ..2 1 

+ y =1 
l 9 


8 2 16 8„_ n 
-rX-_x-^y = 0 

9 9 9 

1 2 . ..2 , 
ỳx +y =1 


X 2 + y 2 - 


16 8 

-~x--ry = l=> 
9 9 




161 

81 
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Vậy các giao điểm của parabol và elip nằm trên đường tròn tâm Ị^g>gj 
«... , vlẽì 


và bán kính 


Bài 8 

Trong mặt phăng tọa độ cho điểm A(3; 0) và parabol : y = X 2 . 

a) M là một điểm thuộc parabol có hoành độ X M = a. Tính độ dài AM theo a. 
Xác định a để AM ngắn nhat 

b) Chứng minh rằng AM ngắn nhất thì AM vuông góc với tiếp tuyến tại 

M của parabol. _ 

Giải 

a) Ta có : M(a; a 2 ), do đó AM = \[(ã-3) 2 + a 4 = Va 4 +a 2 -6a + 9 . 

Ta có : AM 2 = a 4 - 2a 2 + 1 + 3a 2 - 6a + 3 + 5 = (a 2 - l) 2 + 3(a - l) 2 + 5 
min AM 2 = 5 o a = 1. 

Vậy AM ngắn nhâ't khi a = 1, M(l, 1). 

Chú ý : Có thể giải bàng phương pháp tìm cực trị của hàm số. 

b) Tiếp tuyến với (P) tại M(l; 1) có phương trình là 

d : l.x = i(y + 1) o 2x - y = 0, 

có vetơ chỉ phương a(l; 2), ,AM = (-2; 1). 

Vì a . AM = 0 nên a 1 AM . 

Vậy d ± AM. 

Bài 9 _ 

Trong mặt phẳng tọa độ cho điểm A(0; 1) và đường thẳng A : y = -1. 

a) Tìm quỹ tích những điểm cách đều A và A. 

b) Viết phương trình đường tròn đi qua A tiếp xúc với đường thẳng A và 

đường thăng x = 9. . 

__ (DẾ THI ĐH KHỐI A - 1982) 

Giải 

a) Gọi M(x; y) là một điểm cách đều A và A. 

Vì MA = t]x 2 +(y-l) 2 ; d(M, A) = 1 y + 11. 

Vậy M cách đều A và A o yịx 2 + (y - l) 2 = 1 y + 11 

« X 2 + (y - l) 2 = (y + l) 2 <=> x 2 = 4y. 

Vậy quỹ tích là parabol : X 2 = 4y. 
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b) Tâm của đường tròn phải cách đều A, A và đường thẳng X = 9, do dó tâm 
đường tròn phải nằm trên parabol X 2 = 4y và cách đều hai đường thẳng iA và 
X - 9 = 0. 

Giả sử tọa độ của tâm I là I(xo; yo). 

Khi đó ta có iỊ^Xoi (vì xổ = 4y 0 ). 

XẴ 

Khoảng cách từ I đến A : + I 

4 

Khoảng cách từ I dến x-9 = 0:lxo-9l. 
x 2 

Từ dó -2-4-1 X ±(xo-9). 

4 

xỉ 

• -2-4-lxxo-9»xẵ-4xo + 40 = 0vô nghiệm. 

4 

• ^ + l=-r + 9oxị + 4x u - 32 = 0 <=> x ° 

4 L x 0 * -8 

Xo X 4 => 1(4; 4), R = d(I, A) X 5, ta dược đường tròn thỏa mản bài toán 
là : (X - 4) 2 + (y - 4) 2 = 25. 

Xo = -8 => I(-8; 16), R = đ(I, A) = 17, ta dược đường tròn thứ hai thỏa 
mãn bài toán là (x + 8) 2 + (y - 16) 2 = 289. \ 

Bài 19 _ 

Cho parabol y 2 c 4x. 

a) Chứng minh rằng từ điểm N tùy ý thuộc dường chuẩn của parabol có 
thể ké dược hai tiếp tuyến đến paraboỉ mà hai tiếp tuyến đó vuông góc với 
nhau. 

b) Gọi Tị và T z là hai tiếp díểm của hai tiếp tuyến nói à a), chứng Ụìinh 
rằng dường thẳng TiT z luôn đi qua một điểm cố định khi N chạy trên dừờng 
chuẩn của parabol. 

c) Cho Nỉ là mật điểm thuộc parabol (khác đỉnh paraboỉ) Tiếp tuyến tại 

M của parabal cốt các trực Ox, Oy lần lượt A và B. Tìm quỹ tích trung điểm I 
của AB khi M chạy trên parabol. x 

_ (PẾ THI DH NGOẠI NGƯ HẢ Nộì - 1998) 

Giài 

a) Phương trình dư&ng chuẩn của parabol A: X X -1. 

Điểm N tùy ý trên A có dạng N(-l; a). Phương trình tiếp tuyến vdi 
parabol qua N có dạng hệ số góc k là đ: y si k(x + 1) + a. 

. , _ íy = kx + k + a 

Tọa dộ giao địếm của d và parabol là nghiệm của hệ ( , 

[y 2 = 4x 
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Hoanh độ giao điểm là nghiệm của phương trình 

<kx + k + a) 2 = 4x <=> k 2 X 2 + 2(k 2 + ka - 2)x + k 2 + a 2 + 2ka = 0. 


d tiếp xúc với parabol khi và chi khi phương trình này có nghiệm kép, tức 
ík*0 . 

là \ „ _ _ o k + ak + 1 : 0. 

Ịa' = (k 2 + ka - 2) 2 - k 2 (k 2 + a + 2ka) = 0 


Với mọi a phương trình cuối cùng có hai nghiệm k b k 2 thỏa mãn ki.k 2 = -1. 
Vậy qua điểm N bất kỳ trên & luôn kẻ được hai tiếp tuyến với parabol và 
hai tiếp tuyến đó vuông góc với nhau. ' 

b) Giả sử Ti(xi; yi), T 2 (x 2 ; y 2 ). Khi đó các tiếp tuyến 

NTi : yyi = 2(x + Xi); NT 2 : yy 2 = 2(x + x 2 ) 


Cả hai đường này đều qua N(-l; a) nên 

ayi = 2(-l + X,); ay 2 = 2(-1 + x 2 ). 

Suy ra phương trình đường thẳng TịT 2 là ay = 2(-l + x) o 2x - ay - 2 = 0. 

Với mọi a, dễ dàng thấy rằng đường thẳng này luôn đi qua điểm cố định 

(1; 0). 

c) Giả sử M(x<); y 0 ) là một điểm bất kỳ thuộc parabol, y 0 * 0. Phương trình 
tiếp tuyến vói parabol tại M ĩà yy 0 = 2(x + x„). 


Đường thăng này cắt trục Ox tại A (-Xo; 0), cắt trục Oy tại B 



. Do 


đó trung điểm I của AB có tọa độ là : 


I : 


x 0 


y *■ 


yo 


X 2 

V 2 = -2. = 

J o 


2 yổ = 4x o) 

x õ 

4x n 



Vậy quỹ tích của I là paraboi y 2 * - ^ từ điểm đỉnh. 

Bài 11 

Trong mặt phẳng tọa độ cho parabol (P) : y 2 = 2px. Hai điểm M, N thay 
đổi trên (P) sao cho tam giác OMN vuông tạá o. Chứng minh MN đi qua một 
điểm cô định. _ 

Giải 

Do Ox là trục đối xứng của (P) nên điôin cố dịnh (nếu có) phải nằm trên Ox. 
Xét từng trường hợp tam giác OMN vuông cân, khi đó OM : y = X, ON : y = -X. 

■ Ta cỏ : M: ịp- 3 '* =,x = ,.2p 
[y = X 
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N . jy 2px X _ _y _ 2p => MN đi qua điểm A(2p; 0). 

[y = -X 

Bây giờ giả sử M, N ở vị trí tùy ý. Giả sử OM : y = kx thì ON : y = — - X 

k 


(vì M * 0 nên k * 0). 


, X * 0 o 


y 2 = 2px 


I y = - — X 

k , X * 0 cs> 

y 2 = 2px 




-V iVl -— . — 

2p \k 2 k 


X = 2pk 2 

y = -2pk 


N(2pk 2 ; -2pk) 


AN = (2pk 2 - 2p; - 2pk) = -2p(l - k 2 ; k) 

=> AM //AN => A, M, N thẳng hàng. Vậy MN luôn đi qua điểm cố định 
A(2p; 0). 

Bài 12 


Cho họ đường thẳng d ừ : xcosa - y + sin 2 a = 0. 

a) Chứng tỏ rằng với mọi a, d ư luôn tiếp xúc với một parabol cố định. 

b) Tìm quỹ tích của tiếp điểm. ■ 


Giải 

a) Thay sin 2 a = 1 - cos 2 a, ta có : d u : xcosa - y + 1 - cos 2 a = 0 


/\ 2 2 

X X 

d„ : y = - — - cosa + — + 1 . 

u J 4 


... X 2 

Xét parabol (P) : y = —— + 1 


yvc L pmauui ì . y = —— t- ± 

4 

Phương trình hoành độ giao điểm của d u và (P) là ~^2 ~ C0Sa ) = ® ^ u ° n 
có nghiệm kép X = 2cosa nên d a luôn tiếp xúc với (P) là một parabol cố định. 


í X = 2 cos a 


b) Toa độ tiếp điểm là : I X 2 

l y 4 +1 

.. „2 

Do đó quỹ tích của tiếp điểm là y = -— + 1, -2 < X < 2. 
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Bài 13 


Cho parabol y 2 = 8x và điểm 1(2; 4) nằm trên parabol. Xét góc vuông thay 
đổi quay quanh điểm I và hai cạnh của góc vuông cắt parabol tại hai điểm M 
và N (khác điểm I). Chứng minh rằng đường MN luôn đi qua một điếm cố định. 
_ (DẾ THI DẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG - 2000) 

Giải 


Giá sứ m|^^- ; m j, nỊ^^- ; n j , m, n *■ 4. Khi đó : 
IM = (— 2 -ĩ 6 ; m - 4] ; ỈN = — ;n - 4] 

l 8 . J l 8 J 

Do IM 1 IN và (m - 4)(n - 4) * 0 nên : 


ĨM.IN = 


m 2 - 16 n - 16 


+ (m - 4)(n - 4) = 0 


o + 1 = 0 o mn + 4(m + n) + 80 = 0 

8 8 

Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm M, N là : 
y - n m - n 


X - 


n 


c ' V —= —-— o 8x - (m + n)y +mn = 0 

n 2 8x - n 2 m + n 


m 

8 1 i" 

Giả sử (x 0 ; y 0 ) là điểm cô định thuộc MN, khi đó với mọi m, n ta có : 

(80 - 4n) 


=> 8 X 0 + 


inn + 4(m + n) + 80 = 0 
8x 0 - (m + n)y 0 + mn = 0 

80 + 4n 


o 


m = 


n + 4 


n yo 


n + 4 

8x 0 - (m + n)y 0 + mn = 0 
(80 + 4n)n 


n + 4 


= 0 Vn 


=> 8(n + 4)x 0 + (80 - n 2 )y 0 - (80n + 4n 2 ) = 0 Vn 
o (-y 0 - 4)n 2 + 8(x 0 - 10)n + (32x<) + 80y o ) = 0 Vn 
ị-y 0 - 4-0 
o J x 0 - 10 = 0 <s> 


x 0 = 10 

y 0 = -4 


Ị32x 0 + 80y 0 = 0 
Vậy MN luôn đi qua một điểm cố định là (10; -4). 


Bài 14 _ 

Cho prabol y = x 2 và đường thẳng y = mx + 1. Chứng minh rằng khi m 
thay đổi đường thẳng luôn luôn cắt parabol tại hai điểm phân biệt A và B. 
Tìn quỹ tích tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB khi m thay đổi (O là 
gốc tọa độ). 

_■ (BỀ THI ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG cơ SỞ 2 - 2000) 
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Giải 

Hoành độ giao điểm của parabol và đường thẳng là nghiệm của phương 
trình X 2 = mx + 1 <=> X 2 - mx -1 = 0. 

Vì A = m 2 -*• 1 > 0; Vm nên đường thẳng luôn cắt Parabol tại hai điểm 
phân biệt A và B, có tích các hoành dộ bằng -1. 

Gọi A(a; a 2 ), B(b; b 2 ). Do A và B thuộc dường thẳng nên : 

fả + b = m 
a 2 + b 2 = m 2 + 2 
ab = -1 

Phương trình OA : y = ax => phương trình trung trực của OA là : 

1 a 2 +1 
y = - — X + —. 
a 2 

Phương trình OB : y = bx => phương trình trung trực của OB là : 

1 . b 2 +1 

y = - 7- X + ——— . 

b 2 

Tọa độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB là nghiệm của hệ : 

m 


a 2 = ma + 1 

a - b 2 = m(a - b) 

b 2 = mb +1 => 

a 2 + b 2 = m(a + b) + 2 => ị 

ab = -1 

ab = -1 


1 a 2 + 1 

a 2 1 

- ab(a + b) 

X = —— ^ —— 

2 

a 2 + b 2 + ab + 1 

1 b 2 + 1 

l y * b x+ 2 

[ y - 2 


X = 


m 2 + 2 


=> y = 2x 2 + 1 


l D z t jị . * t ^ 

Vậy tập hợp tâm đường tròn ngoại tiếp AOAB là parabol : y = 2x 2 + 1 

D. CẢC ĐẾ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 

01. Lập phương trình của parabol có dỉnh là gốc o và chắn trên đường thẳng 
y = X một đoạn dài 4v/2 . 
us : y 2 = ±4x, X 2 = ±4y. 

02. Viết phtnmg trình parabol biết tiêu diểm F(3; -l) và đường Ciuẩn 
A : X - 2y + 1 = 0. 

ĐS : 4x 2 + y 2 + 4xy - 32x + 14y + 49 = 0. 
x 2 


03. Cho parabol (P) : y = — và điểm A 


15 27 

8 ; si' 


a) Viết phuơng trình dường thẳng đi qua điểm MjỊ-1; và vuông góc 
với hai tiếp tuyến của (P) tại Mị. 

b) Tìm tất cả các điểm M trên (P) sao cho AM vuông góc với tiếp tiyến 
của (P) tại M. 

(ĐỂ THI ĐHQG TP. HCM - KHỐI A - 1997) 
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BS : a) X -t- ậ ; 

2 



5 25’ 

2 ’ 8 J’ 



04. Cho parabol y 2 - 2px. Gọi FK là khoảng cách từ tiêu điểm F đến tiếp 
tuyến Mt của parabol tại.M. Chứng minh rằng FK 2 = ^ FM. 

05. Cho píưabol (P): y 2 = 2px. Gọi Mi, M 2 là hai điểm của (P) có hoành độ Xi, x 2 . 

a) Lập phương trình đường thẳng MiM 2 . Chứng minh rằng điều kiện cẩn 
và đủ để MiM 2 đi qua tiêu điểm F của parabol là yiy 2 = -p 2 . 

b) Trong trường hợp MiM 2 đi qua F, chứng minh tiếp tuyến tại M] và M 2 
vuông góc với nhau. 

ĐS:a)2pỊx-^j-(y, + y,Ky-y,) = 0. 

06. Cho parabol (P) : y 2 = 4x. Đường thăng d đi qua tiêu diêm F của (p) cắt 
(P) tại M, N. Tìm tập hợp trung điểm I của đoạn MN. 

ĐS : y 2 = 2(x - 1). 

07. Trong mặt phẳng cho parabol (P) : y 2 = 2px, p > 0, có tiêu điểm F và 
đường chuẩn A. Tiếp tuyên d của (P) tại M cắt Oy, Ox lần lượt tại I, N; d cắt 
A tại K. 

a) Chứng minh I là trung điểm của MN, FI 1 d và điểm đối xứng của F 
qua I nằm trên A. 

b) Đường thẳng qua F vuông góc với Ox cắt D tại L. Chứng minh FK = FL. 

08. Trong mặt phang Oxy cho điểm F(l; 0) và một điểm thay đổi M(-l; m), m e R. 

a; Với mồi giá trị cùa m hãy viết phương trinh đường trung trực A của MF. 

b) Tìm nhừng điểm trên mặt phắng không thuộc đường thẳng A nào. 

c) Chứng minh đường A luôn tiếp xúc với một parabol cố định. 

ĐS : a) 4x - 2my + m 2 = 0; b) l(x; y) I ý 2 < 4x|; c) y 2 = 4x. 

1*9. Trong mặt phăng cho parabol (P) : y~ = 2px, p > 0. 

Điểm M chạy trên (P) (khác đinh của parabol). Gọi N, K lần lượt là hình 
chiếu vuông góc của M lẽn Ox, Oy. Chứng minh rằng : 

a) Đường thẳng qua K, vuông góc với OM đi qua một điểm cô' định. 

b) Đường thẳng qua K vuông góc với NK đi qua một điếm cô định. 

c) Đường thẳng NK luôn tiếp xúc với một parabol cố định. 

DS : a) (2p; 0)*; b) (2p; 0); c) y 2 = -8x. 

10. Trong mặt phảng cho parabol (P) : y 2 = 2px, p > 0. Một đường thẳng di 
động d cát (P) tại M và N, cắt Ox tại I. Chứng minh rằng : 

a) Xi a = X M .X N 

b) Nếu AOMN vuông tại o thì xmXn = 4p 2 và d đi qua một điểm cố định. 
ĐS: b) (2p; 0). 
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Phần 2. HÌNH HỌC Gim TÍCH TRONG KHÔNG ỠIRN 
Chuyên đề 7; VECTƠ TỌf? ĐỘ TRONG KHÔNG GlflN 

A. TÒM TẮT Lí THUYẾT _ 

X. TỌA Độ CỦA ĐIỂM 7 

M(x; y; z) đôi với hệ tọa độ ịơ;e x ;e 2 ;e 3 ị 

M(x; y; z) o OM = xe x + ye 2 + ze 3 . 

2. TỌA Dộ CỦA VECTƠ 

• a = (a! ;a 2 »,a 3 ) <=> a = aj e! + a 2 e 2 +a 2 e 3 . 

• Với A (x A ; y A ; Z A ) và B(x b ; y B ; Z B ) thì : 

AB = (x B - X A; y B - y A ; Z B - Z A ). 

3. CÁC PHÉP TOÁN VỂ VECTƠ 

Cho a = (a t ; a 2 ; a 3 ), b = (bi; b 2 ; b 3 ), k £ R, khi đó : 
a ± b = (ai ± bi; a 2 ±b 2 ; a 3 ± b 3 ). 

Í aj = kbj 

a 2 = kb 2 o = ~~ — ~~ ■ 

:::::: b ‘ h - b ' 

Nêu a = k. b : hai vectơ a và b được gọi là cùng phương, ký hiệu a // b . 
□ Chú ý : Vecta 0 được coi là cùng phương với mọi vectơ. 

_ í a i = h \ 

• a = b o ja 2 = b 2 . 

Ịa 3 = b 3 

4. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 
• a . b = I a I I b I eos( a . b ) 

Cho a = (ai; a 2 ; a 3 ), b = (biỉ b 2 ; b 3 ) 
a . b = aibi + a 2 b 2 + a 3 b 3 . 

• I a I = yịsiỊ + a 2 + a 3 

_I AB I = Ậx B -X A ) 2 +(yã - y A ) 2 + (z B - Z A f . 
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7*, a b a,bi +a 2 b 2 +a 3 b 3 

• cơs( a , b ) = - - ---- = —- = J ±ệ== =ẳ- Ỹ== ằ= === 

lal.lbl V al+al+a 2 3 ẠỊ+ bị+b 2 3 

• alb o a.b = 0o aib! + a 2 b 2 + a :i b:( = 0 

5. ĐIỂM M CHIA DOẠN THANG AB theo tỷ số k * 1 

• Ãi = k.ÃB o VO, ÕM = 0A ~ k0B 


1 - k 


Tọa độ của M 


kx r 


y-M 


1-k 

yẠ -kyB 
1 - k 
Zạ -kz B 
1-k 


• M là trung điểm của đoạn AB c=> k = -1 o MA = -MB 

6. Tích có hướng của hai vectơ 

a = (ai; a 2 ; a 3 ), b = (bi; b 2 ; b 3 ) 

Tích có hướng của hai vectơ a và' b là vectơ c có tính chất: 



a 2 a 3 


a 3 aj 


a l a 2 

\ 


b 2 b 3 


b 3 b t 

* 

bj b 2 

/ 


1 , kí hiệu c = a A 


c = a A b 


• c = (Cj; c 2 ; c 3 ) = 

• Nếu a , b cùng phương thì c = a A b = 0 

• c 1 a , c 1 b 

c theo hướng tạo nên tam diện thuận 
( a , b , c ) (xem hình vẽ). 

• I c I = I a A b I = I a I. I b I sin (a , b ) 

= diện tích hình bình hành có cạnh là I a I và I b 

• Cho tam giác ABC : = 



ị(ÃB A AC) . 
2 


• a , b , m đồng phẳng o ( a A b ). m = 0 . 

• Cho hình hộp ABCD A'B’C'D' : V ABCDVBC .0. = (ABa AD),AA' 


7. MỘT SÔ' HÊ THỨC THƯỜNG GẶP 

• Với ba.điểm 0, A, B bâ't kỳ, ta có : 

AB = AO + OB (hệ thức Chasles) 

ÃB = ÕB-ÕA. 

• ĂB = -BA. 

• M là trung điểm của đoạn AB, với o bát kỳ, ta có : 

2 

• Cho hai vectơ a = (& 1 ; a 2 ; a 3 ), b = (bj; b 2 ; b 3 ) không cùng phương. 

a,b, c đềng phẳng » 3m, n e R : c = ma + nb 

I Cj = maj + nbj 
c 2 = ma 2 + nb 2 . 

c 3 = ma 3 + nb 3 

• G là trọng tâm của tam giác ABC <=> GA + GB + GC = 0 

o VO, ÕG = ị(ÕA + ÕB + ÕC) 

3 

• G là trọng tâm của tứ diện ABCD « GA + GĐ + GC + GD = 0 

» VO, ÕG = i(ÕA + ÕB + õc + ÕD). 
3 

8. CẤC BẤT ĐẲNG THỨC 

Cho a = (ai; a 2 ; a 3 ), b = (bi; b 2 ; b 3 ). 

• I a + b I < la I + Ib I 


Dâu "=" xảy ra khi a và b cùng phương 

<=> yj(a l + bj ) 2 + (a 2 + b 2 ) 2 + (a 3 + b 3 Ý Ể lỊáị + a§ + a 3 + ựbj + b 2 + b 3 

(bất đẳng thức tam giác) 

• Ia.bl <Ia I. I bI 

Dấu ”=" xảy ra khi a, b cùng phương, 
o I a, bi + a 2 b 2 + a 3 b 3 1 < ^af + a 2 "+ a 3 + ^bf + bị + bg 
<=> (ahi + a 2 b 2 + a 3 b 3 j 2 < (a 2 +a 2 +a 3 ).(bf+bf+b 3 ) 
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 

Vấn đề 1 : CHỨNG MINH CÁC HỆ THỨC VỂ VECTƠ 

A. PHƯƠNG PHÁP ___ 

• Dùng quy tắc ba điểm đê biến đổi : AB = AO + OB, AB = OB - OA . 

• AB = -BA. 

• a, b, c đồng phăng o 3 m, 11 € R : a = m b + n c . 

• a//b o ]ke R: a=kb. 

—OA + OB 

M là trung điểm của đoạn AB : với o bất kỳ ta có : OM =- - -. 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 1 __ 

Trong không gian cho tứ diện ABCD. Chứng minh rằng : 

ÃC+ BD = ÃD+ BC. 

Giải 

Ta có : Ãc = ÃD y5c 
BD = BC + CD 

Ãc + BD = ÃD + BC + DC + CD o Ãc + BD = ÃD + BC + 0 


Vậy AC + BD = ÃD + BC . 

_Ví_dụ 2_ 

Cho tam giác ABC với G là trọng tâm và một điểm M trong không gian. 
Chứng minh : MA 2 + MB 2 + MC 2 = 3MG 2 + GA 2 + GB 2 + GC 2 . 


MA 2 = MA =ÍmG + GaÌ = MG + GA + 2MG.ÒẲ 


+ MB 2 = MB =ÍmG + GbJ =MG +GB +2MG.GB 

_ ,2 __> 2 ,2 t „ 

MC 2 = MC = MG + GC = MÓ + GC + 2MG.GC 


_ ,2 _ ,2 _ ,2 _ ,2 _, /_ _„ _, 

MA 2 + MB 2 + MC 2 = 3MG + GA + GB + GC + 2MG..GA + GB + GC. 
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_ > 2 ,2 _ ,2 _ ,2 

MA 2 + MB 2 + MC 2 = 3MG + GA 4 GB + GC + 0 
Vậy : MA 2 + MB 2 + MC 2 = 3MG 2 + GA 2 + GB 2 + GC 2 . 

Ví dụ 3 


Gọi A', B', C' lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, CA, AB cùa tam Ị 
giác ABC. Hãy tính giá trị của biểu thức : 

BC.ÃA' + CA.BB' + AB.CC' . 



Đo đó: BC.AA'+ CA.BB'+ AB.CC’ = 

= ỉỊ^BC.ÃB + BC.ÃC + CA.BA + CA.BC + ÃB.CA + AB.CBj= 0. 


vì : BC = -CB , AC = -CA , BA = -AB 

Ví dụ 4 

Cho tứ diện ABCD. Gọi E, F, I lần lượt là trung điểm của AB, CD và EF. 

a) Chứng minh rằng IA + IB + IC + ID -- 0 . 

b) Với điểm M bất kỳ trong không gian, chứng minh rằng : 

4MI = MA + MB +MC + MD. 

Giải 

a) Ta có : E là trung điểm của AB o IA + IB = 2 IE . 

F là trung điểm của CĐ o IC + ID = 2 IF . 

Dc đó LA + ĨB + ĨH+ ĨD = 2(ĨE + ĨF ) = 2.0 = 0 

b) Với M'là một điểm bất kỳ, ta có : 
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IA = MA - MI 


IB = MB - MI 

+ ’ 

IC = MC - MI 
ID = MD - MI 

0 = MA + MB + MC + MD - 4 MI (vì: ĨA + ĨB + ĨC + ĨD = 0) 

Vậy 4 MỈ = MA + MB+MC + MD. 

Vấn dề 2 : TÌM TỌA ĐỘ CỦA VECTƠ VÀ CỦA ĐIEM 

A. PHƯƠNG PHÁP 

• Muôn tìm tọa độ của một vectơ X trong hệ tọa độ |o;e 1 ,e 2 ,e 3 |, ta tìm 

cách biến đổi đưa về dạng X = x 1 e 1 + x 2 e 2 + x 3 e 3 . Bộ ba số thực (Xi; x 2 ; x 3 ) là 
tọa độ của vectơ x . 

• Tọa độ của một điểm M là tọa độ của vectơ OM đối với hệ tọa độ là 
|o;ej,e 2 ,e 3 | nghĩa là tìm cách biêu thị vectơ OM dưới dạng : 

OM = xej+ ye 2 + ze 3 « M = (x; y; z) 

(x; y; z) gọi là tọa độ của điểm M đối với hệ trục tọa độ đã cho. 

• Trcng quá trình biến đổi ta cần chú ý sử dụng các tính chất của các 

phép toán vectơ dả nêu trong phần tóm tắt lý thuyết. __ 

B. VÍ Dự 

Ví dụ 1 __ 

Trong không gian Oxyz cho ba điểm :A(1; 0; -2), B(2; 1; -1), C(l; -2; -2). 

a) Tìm tọa độ của vectơ BC và tính độ dài đoạn BC. 

b) Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC. _ 

Giải 

a) ie = (1 - 2; -2 - 1; -2 + 1) = (-1; -3; -1) 

I BC I = V(-l) 2 + (-3) 2 + (-1) 2 = Vĩĩ . 

b) G là trọng tâm của tam giác ABC « GA + GB + GC = 0 
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X A + X B + x c _ 1 + 2 + 1 _ 4 
3 3 “ 3 

y A + y B + yc = 0 + 1-2 1 

3 3 3 


z A +z B +z c_-2-l-2_ 5 


V ậyG fị;-i;-f 

u 3’ 3 

Ví dụ 2 


Cho ba vectơ a = (2; -5; 3), b = (0; 2; -1), c = (1; 7; 2). 

a) Tìm tọa độ của vectơ d = 4 a- ^ b+ 3 c . 

b) Tìm tọa độ của vectơ e = a-4b-2c 


4a = (8; -20; 12) 

■ịb =ío ; ỉì 
3 L 3 3 J 

3 c = (3; 21; 6) 

d = í 11; ị; 18ì 

V 3 3 


a = (2; -5; 3) 
-4b = (0; -8; 4) 
-2 c = (-2; - 4; 4) 
e = (0; -27; 3) 


Ví dụ 3 



a) X = - a , do dó x=(-l;2;-l). 

b) X = 3 b, do đó X = (0; -6; 3). 

c) X = • Ta có n- m = (-3; -9; 4). 

V4yỉ»i(ĩ-m) = [-|;-|;2]. 
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Vấn dề 3 : CHỬNG MINH BA VECTƠ ĐỔNG PHANG HOẶC KHÔNG ĐỒNG PHANG 

A. PHƯƠNG PHẤP _ _ 

• Muôn chứng minh ba vectơ a,b,c đồng phẳng ta chứng minh có hệ 
thức : a = m b + n c trong đó b và c không cùng phương. 

• Muôn chứng minh ba vectơ a,b, c không đồng phăng ta dùng phương 
pháp phản chứng, giả sử chúng đồng phăng nghĩa là có hệ thức a = mb + nc 

trong đó b và c không cùng phương. 

Sau đó chứng tỏ rằng không tồn tại đẳng thức trên (tồn tại là vô lý). 


R. VÍ DỤ 

Ví dụ 1 

Trong không gian Oxyz cho ba vectơ : a = (2; 3; 1), b = (5; 7; 0), c = (3; -2; 4). 

a) Hãy chứng tỏ rằng ba vectơ a , b , c này không đồng phăng. 

b) Cho vectơ d = (4; 12; -3). Hãy phân tích vectơ d theo ba vectơ không 
đồng phảng a , b , c đã cho. 

Giải 

a) Ta dùng phương pháp phản chứng. Theo giả thiết b và c không cùng 

,..57 0 

phương vì 

3-24 

Giả sử a b , c đồng phẳng, nghĩa, là a = mb + nc, 

Thay tọa độ của các vectư a , b , c vào ta được hộ 3 phương trình với 2 ẩn 
là m và n : 


(2) và (3) 


í 2 = 5m + 3n 

(1) 

CO 

II 

? 

1 

to 

(2)' 

1 = 4n 

(3) 


Thay các giá trị của m yà n vào (1) ta có : 

53 

(1) => 2 * 2 4 ' hệ phương trình vô nghiệm, nghĩa là không tồn tại 

hệ thức a = m b+ n c . Do đó, ba vectơ : a , b , c không đồng phẳng. 
b) Ta tìm các số p, q, r sao cho d = p a+ q b+ r c . Ta có : 
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Ví dụ 2 


4 = 2p + 5q + 3r Ịp = 1 

12 = 3p + 7q = 2r <r> j q = 1 =>d = a+ b- c. 

- 3 = p + 0 + 4r [r = -1 


Trong không gian Oxyz cho ba vectơ : a = (1; 2; 3), b = (4; 5; 6), c = (2; 1; 0). 
Chứng tỏ rằng ba vectơ a, b, c đồng phẳng. 

Giải 

-» 7» 123 

Ta nhận thây hai vectơ a và b không cùng phương vì — * — * -- . 

4 5 6 


Muôn chứng minh a,b, c đồng phảng ta cần tìm hai số m và n sao cho 
c = ma+ nb . 

f 2 = m + 4n 


Theo giả thiết ta có : 11 = 2m + 5no 


m = -2 

lo = 3m + 6n 1 

Do đó c = 2 a+ b , nghĩa là ba vectơ a, b, c đồng phẳng. 

Ví dụ 4 


Trong không gian Oxyz cho bốn điểm A(l; 1; -2), B(4; 0; - D C(-l; 7; 0), 
D(0; -2; - 4). 

Chứng tỏ rằng bốn diêm A, B, c, D cùng năm trẽn một mặt phẵng. 


Giải 

Ta có: ÃB = (3; -1; 1), Ãc = (-2; 6, 2) 

—? —ĩ 3 11 

=> AB và AC không cùng phương vì - „ * - *■ „ 

2 6 2 

AD = (-1; -3; -2). 

Muốn chứng minh bốn điểm A, B, c, D cùng nằm trên một mặt phằng, ta 
chứng minh ba vectơ AB, AC, AD đồng phẳng nghĩa là tồn tại hai số m, n 

sao cho : AD = m AB + n AC . 
í-1 = 3m - 2n 


Ta có 


- 3 = -m + 6n| 

- 2 = m + 2n J 


6 

m = - — 
8 
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Do đó AD = ~~ AB - ^ AC => 3 vectơ AD, AB, AC đồng phăng. Ta suy ra 
8 8 

bốn điểm A, B, c, D cùng nằm trên một mặt phẳng. 

Vấn dể 4 : CHỨNG MINH CẤC TÍNH CHẤT HÌNH HỌC 

• Chứng minh ba điểm A, B, c thẳng hàng. 

• Chứng minh hai đường thẳng song song. 

• Chứng minh hai đường thẳng vuóng góc. 

A. PHƯƠNG PHÁP 

• Muốn chứng minh ba điểm A, B, c thẳng hàng, ta chứng minh : 

ÃB = kĂC. 

• Muôn chứng minh hai đường thẳng a // b, trên a ta lây vectơ AB và 
trên b ta lấy vectơ CD rồi chứng minh AB = k CD . 

• Muốn chứng minh hai đường thẳng a 1 b, trên a lấy vectơ AB và trên 
b ta lây vectơ CD rồi chứng minh AB. CD = 0. 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 1 

Cho hai điểm A(-l; 6; 6) và B(3; -6; -2). Tìm điểm M thuộc mặt phẳng 
Oxy của hệ t ọa độ Oxyz sao cho AM + MB ngắn nhất. _ 

Giải 

Hai điểm A, B nằm về hai phía khác nhau của mặt phảng Oxy vì Z A = 6 
và Z B = -2. Do đó, khi ba điểm A, M, B thẳng hàng ta có AM + MB ngắn 
nhất. 
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Ví dụ 2 _ _ 

Cho hình hộp xiên A3CDA’B C'D'. Hãy tìm điểm M trên đường chéo AC 

của mặt đáy ABCD và điểm N trên đường chéo C'D của mặt bên CDD'C' sao 

. MN 

cho MN // BD' Khi đó tính . 

__ BD' __ 

Giải 

Đặt : BA = a ; BB' = b ; BC = c 
Ta có : BD' = n 4- h 4- c . 

Vì MN // BD' nên ta có : Ĩ--ĨN = kBD' 

hay MN = k(a+b+c) = ka + kb + kc (1) 

Mặt khác ta có : MN = MC + CC' + C 7 N 

Giả sử : MC = nAC = n(c - a) , C'N = mC'D = m(a -• b) 

Do đó : MN = n AO + CC' + mC'D với CC' = BB' = b 
MN = n( c - a) + b + m( a - b). 


Vậy MN = (m - n)a + (1 - m)b + n c (2). 

So sánh (1) và (2), ta cb hệ 3 phương trình 3 ẩn. 



Như vậy các điểm M và N đã được xác định trên AC và C'D. 

Dơ MN = kBD' = ỈBD' nên ta có ^ = ị hay ~ = 

3 ỖD' 3 B°' 3 


Vi dụ 3 

Cho hình lập phương ABCDA'B'C'D' cạnh a. Gọi M, N lần lược là trung 
điểm của AD và AB'. Chứng minh MN 1 AC. 
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Giải 



trong đó ej = AD, e 2 = AB , e 3 = AA'. 

Ta có : A(0; 0; 0), D(a; 0; 0), 

B(0; a; 0), A’(0; 0; a), 

C(a; a; 0), B’(0; a; a). 

M là trung điếm của AD nên mỊ-^; 0; oj , 
N là trung điểm của AB' nên N I 0; Ệ 1. 

I 2'2) 


Do đó MN = í-r ; T ; -rì và Ãc = (a; a; 0) 

V 2 2 2 ) 



Ta có • MN. AC = --=- + ^- + 0 = 0. Vậy MN 1 AC. 
2 2 


Vấn đẽ 5 : CHỨNG MINH CÁC BÂT ĐẢNG thức 

A. PHƯƠNG PHẤP 
Sử dụng các tính chất : 

• Ịu| + |vỊ>|u + vị. » u . V < I u I 

B. Ví DỤ 

Ví dụ 1 __ 

Chúng minh bất đẳng thức : a + b + c < x/3(a ? tb 2 + c ? ; vâi a, b, c là ba 
số thực cho trước. 

Giải 

Đ ặt u = (a; b; c), V = (1; 1; 1) trong hệ trục tọa độ Oxyz. 

Tía có :uv <lul.lv! 

Ray a + b + cắ \íã^ + b 2 + c 2 .Vl 2 + l 2 + l 2 . 

Vậy a + b + cs /3(a 2 + b 2 + c 2 ). 

Ví diụ 2 


Vcới X là một số thực. Chứng minh rằng : 



sin X + V 2 - sin 2 X + sin xV2 - sin 2 X 

<3. 
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Giải 


Trong không gian với hệ tọa độ vuông góc Oxyz, cho các vectơ : 

a (sinx; 1; \/2-sin 2 X ) , b (1; V 2 - sin 2 X ; sinx). 

Ta có a . b = sinx + V 2 - sin 2 X + sinx V 2 - sin 2 X 

và I a I I b I = vsin 2 X +1 + 2 - sin 2 x.Vl + 2-sin 2 X + sin 2 X 

=> I a l.l b I = 3. 

Vìla.blắlal.ibl nên ta có : 

I sinx + v/ 2 -sin 2 X + sinx V 2 - sin 2 X I < 3. 


Ví dụ 3 

Với a, b, c là các sô' thực, chứng minh rằng : 

a) Va 2 + b 2 + c 2 + y/3 > V(1 - a) 2 + (1 - b) 2 + (1 - c) 2 . 

b) (a + b + c) 2 < 3(a 2 + b 2 + c 2 ). _ 


Giải 

a) Trong không gian với hệ trục tọa độ Đềcác vaông góc Oxyz, cho các vectơ 

u = OM = (a; b; c) -* —> 

“ ’ Ị=> v-u =MN=(l-a; 1-b; 1-c) 

V - ON = (1; 1; 1) j 


Ta có 


ÕM + 


õĩd ầ 


mnL 


Do đó : \/a 2 +b 2 +c 2 + y/3 > V( 1 • a ) 2 + (1 -b) 2 + (1 -c) 2 . 

b) Vứi u = (a; b; c), V = (1; 1; 1), ta có (u.v) 2 < U 2 .V 2 

hay (a + b + c) 2 < 3(a 2 + b 2 + c 2 ). 


c. CÁC BẢI TOÁN ÔN TẬP 

Bài 1 ____ 

Cho tứ diện ABCD. Trên các cạnh AB, BC, CD, DA người ta lần lượt lây 
các điểm A', B', C', D’ sao cho với một điểm o trong không gian, ta luôn luôn 

có đẳng thức : OA'+ OB' 4 OC' + OD' = OA + OB + oc + OD . 

_. . ụ. .. , . ÃA' BB' CC' DD' 

Chứng minh ràng khi đó ta có : —— = —— = —— = —-. 

_ ÃB BC CD DA _ 
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Giải 


Theo giả thiết ta có đẳng thức : 

ÕA' + ÕB' + ÕC' + ÕD' = ÕA + ÕB + õc + ÕD 
» (ỠA' - ÕA)+ (ÕB' - õS) + (õc'- ÕC) + (ÕD' - ỠD) = 0 
<=> ÃA' + BB' + CC' + DD' = 0 (1) 

Giả sử AA' = kÃB, BB' = l BC, CC’ = mCD, DD' = nDA. 

Từ (1) => k AB + l BC + m CD + n DA = 0 

<=> k AB + l (AC - AB) + m(AD - AC) - n AD = 0 
<=> (k - ỉ) AB + (l - m) AC + (m - n) AD = 0 . 

Vì ba vectơ AB, AC, AD không đồng phăng và khác 0 nên ta có : 
k-/ = /- m = m-n = 0. 

Do đó: k = z = m = n 


BB' 

_ CC' 

DD' 

_► 

- —> 

“ _» 

BC 

CD 

DA 


Bài 2 

Cho tứ diện ABCD. Gọi A’, B', ơ, D' là các điểm lần lượt lấy trên các 
đoạn AB, BC, CD, DA sao cho : 

ĂA = kÃi , BĨB = kivc, Ỡc = kCT), DT) = kDT) . 
a) Chứng minh với điểm o bất kỳ trong không gian, ta iuôn có : 

OA + ỠB + oc + uD = OA' + OB' + õc' + ỠD'. 


b) Vđi k = -1 ta được A’B CD’ là hình gì ? 


Giải A 

a) Từ hệ thức A'A =? k AT3 ta có điểm A’ / y\. 

chia đoạn AB theo tỉ số k nên : Aỵ \ \ 

Òa - ÕA’= k(ÕB - OA') / \ \p' 

Do đó : ÕA'(1 - k) = ÕẦ - k ÕB / \ \ 

zrĩ OA - k OB „ , ■ , \ // 

1 - k 

c 
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Tương tự ta có : 

Õ^ÕB-kõS ^, = ÕC-kõB — = ÕD_kÕA 
1 - k 1-k 1-k 

Do đó : 

™^ ÕA + ÕB + õc + ÕD - k(ÕA + ÕB + õc + OD) 

1 - k 

_ (ÕA+ÕB + ÕC + ÕD)(l-k) 

1-k 

Vậy : ÕA' + ÕB' + õc' + ỠD' = ỠA + ỠB + õc + OD . 

b) Với k = -1, ta có A', B', C', D' lần lượt là trung điểm của. các cạnh AB, BC, 
CD, DA. Khi đó A’B'C'D' là một hình bình hành vì có A'B' // D'C' // AC và 
A'D' // B c // Bi 

Bài 3. 

Cho hình lập phương ABCDA'B'C'D' có cạnh bằng a. Goi M, N lần lượt là 
trung điểm của các cạnh AD và BB'. Chứng minh ràng : MN 1 AC. _ 


Giải 



Bài 4 


Cho hình hộp ABCDABCD'. Gọi p, R lần lượt là trung điểm của các 
cạnh AB và A'D'. Gọi P', Q, Q', R' lần lượt là tâm của các hình bình hành 
ABCD, CDD C', A’B'C'D', ADD'A'. . 

a) Chứng minh rằng PP’+ QQ'+ RR' = 0 . 

b) Chứng minh ràng hai tam giác PQR và P'Q'R' cỏ cùng trọng tâm._ 
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Giải 



Mặt khác : GP' = GP + PP' 


GQ' = GQ + ÕQ' 

_ GR’ = GR + RR' _ 

GP' + GQ' + GR' = GP + G Q + GR + PP + QQ ' + RR' 

= 0 =0 


Do đó : GP' + GQ' + GR' - 0 và ta suy ra; G cũng là trọng tâm của tam 
giác P Q R’. 

Bài 5 

Cho c là một điểm thuộc đoạn thẳng AB sao cho = —. Chủng minh 

CB n 

rằng với 0 là một điểm bất kỳ trong không gian, ta luôn có : 

õc = —— OA + —- ÕB . 
m + 11 m + n 


Giải 



=> oc - OA = ———(OB - OA) với 0 là một điểm bất kỳ. 
m + n 


=5 õc =ÕA ^-OA +—— OB õc = —— ÕA + Õi . 

m+n m+n m+n m+n 
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Cho ABCD và A'B'C'D' là hai hình bình hành trong không gian có chung 
một điểm A. Chứng minh rằng các vectơ DD’, BB', CC' đồng phảng. 


Giải 

Ta có : BB' = BA + AB' 

DD' = DA + ÃD' _ 

BB' + DD'= (BA + DA) + (ÃB' + ÃD') (1) 

ABCD là hình bình hành nên 
BA = CD và A'B'C’D' cũng là hình .. 

bình hành nên AB' = D’C'. Thay các .. p 

kết quả này vào (1) ta có : / / " / 

BB'+ DD' = CD + DA + ỮC' + DA = CC' \ / 

r* Aơ /ỵ' \/ 

• CA D c 

Vậy : BB' + DD' = CC' (2) 

Hệ thức (2) biểu thị ba vectơ DD', BB', CC' đồng phẳng. 

Bài 7 


Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba điểm : A(l; 2; -1), B(-4; 7; 5), 
C(2; -i; 3). 

a) Chứng tỏ rằng ba điểm A, B, c không thẳng hàng. 

b) Đường phân giác trong tại đỉnh c của tam giác ABC cắt cạnh AB tại 
M. Tính dộ dài đoạn CM. 


_ C(2; -1; 3) 

a) Ta cổ : AB = (-5; 5; 6), AC =*(1; -3; 4) ASv. 

và nhận thấy -ậ*—-*- nên / \ Nv \ 

1-3 4 / \ 

AB và AC không cùng phương Ị_ _\_ \ 

nghĩa là ba diểm A, B, c k> ng A(l; 2;-1) M B(-4;7;5) 

thẳng hàng. 

b) Ta biết rằng dựờng phân gii V ' 1 ’ong của một tam giác chia cạnh đôi d.ện 

ra hai đoạn tỉ lệ với độ dài hai cạnn bên tương ứng nghĩa là : . 

MB CB 







.T.1 có : 


CA = I CA I = V(l-2) 2 + (2+ l) 2 +(-1-3)“ = V 2 6 

CB = I CB I = V(-4 - 2) 2 + (7 + l) 2 + (5 - 3) 2 = 7ĨÕĨ 

CA _ ỊW _ íĩ 1 MA 
ạy : CB " >104 "* u - 2 ” MB 

Ta có hệ thức MA = kMB với k = - ì (vì MA và MB ngược hướng). 

í . l-f-ịì.(-4) , . _ 


Ta có : M : y M = 


y A - ky B 


l-í-l 

l 2 


2 - — .7 2 + - 


1-4 


-2 =11 
3 3 

2 


rĩ ... 2 A - 

Zw l-k 


Tọa độ điểm M ( - \ ; 11 ; 1 


-1- -- .5 _ 


CM = I CM I = + (^ + 1 ) +(1_3)2 = £-</64 + 196 + 36 =1^74 . 


Độ dài đoạn CM là : CM = 

3 


Trong không gian với hộ tọa độ Oxyz cho ba điểm A(l; 2; 4), B(2; -1; 0), 

C(-2; 3; -1). 

a) Chứng t? ba diểm A, B, C tạo thành một tam giác. Gọi M là điểm có 
tọa độ (x; y; z). Tìm điều kiện để bốn điểm A, B, C, M dồng phẳng. 

b) Tìm tọa độ điểm D biết rằng ABCD là một hình bình hành. 

c) Tìm diện tích hình bình hành ABCD đó. 



AB = (1; -3; -4) 1-3 -4 


1 - 3-4 —* , —» 

=> ~ * —- *■ —5 o AB và AC không cùng phương. 
-3 1—5 


AC ='(-3; 1; -5) j 

Vậy ba điểm A, B, c tạo thành một tam giác. 
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Ta có : A, B, c, M đồng phăng » AM = m AB + n AC 

X - 1 = m - 3n (1) 

y - 2 = -3m + n (2) 

z - 4 = -4m - 5n (3) 

Từ (1) và (2) ta suy ra : m = — + -- ^ —— ; n = - X —- . 

-8 -8 

Thay các giá trị tìm được của m và n vào (3), ta có : 

, x + 3y-7 5(3x-y-5) _ - 

z - 4 = - -ị -+ —— <=> 19x + 17y - 8x - 21 = 0. 

2 8 

Vậy điều kiện để bốn điểm A, B, c, M đồng phẳng là có hệ thức : 
19x + 17y - 8x - 21 = 0. 

b) ABCD là hình bình hành o AB = DC . Giả sử D(x d ; y D ; z u ) 

Ịl = -2-x D Ịx d =-3 
o j — 3 = 3 — y£j <=> y D =6 
[- 4 = -1 - Z D ■ [z D = 3 

c) s = AB A AC . Ta biết rằng I s Ị = diện tích hình bình hành ABCD : 



s 




1 -3Ì 

-3 lj= (19;17;8 » 


Do đó: Isl = V19 2 +17 2 +8 2 = >/361+ 289+ 64 = ^714 dvdt. 


Vậy diện tích hình bình hành ABCD là ị s I = \/7Ĩ4 (đvdt). 

Bài 9 __ 

Cho bôn điểm A, B, c, D tùy ý. Hãy chứng minh : 

AB .CD + Ãc .DB + AD.BC = 0. 

Hệ thức trên là đẳng thức Euler, hãy dùng hệ thức Euler để chứng minh : 

• Ba đường cao của một tam giác đồng quy. 

• Nếu một hình tứ diện có hai cặp cạnh đô'i vuông góc thì cặp cạnh đối 

còn lại cũng vuông góc. _ 

Giải 

ÃB.CD = ĂB.(ÃD-ÃC) = ĂB.ÃD-ÃB.ĂC 
ÃC.DB = ĂC.(ÃB - ÃD) = ÃC.ÃB - ÃC.AD 
AD.BC = ÃD.CÃC - ÃB) = ÃB.AC - ÃD.ĂB 

Cộng từng vế ba dẳng thức trên, ta có AB.CD = AC.DB + ADBC = 0 là 
đpcm. 
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Trong tam giác ABC gọi D là giao điểm của hai đường cao xuất phát từ c 
và B ta có : AB.CB = 0 vì AB 1 CD. 

AC. DB = 0 vì AC 1 DB. 

Dựa vào đẳng thức Euler ta suy ra AB.BC = 0 =5 AD 1 BC. 

Vậy AD là đường cao vẽ từ A và như vậy D là trực tâm của tam giác ABC. 
Đối với tứ diện ABCD tâ có : 

Nếu AB 1 CD thì ÃB.CD = 0 
NếuAClDBthì AC.DB = 0 * * 

Theo đẳng thức Euler ta suy ra : AD.BC = 0 => AD 1 BC. 

Chú ý : Ta có thể phân tích cách khác như sau : 

ÃB.CD = ÃB.(CA + ÃD)=AẼ.CA+ÃB.ÃJ) 

ÃC.DB = ÃC.(DẲ+ÃB)=AC.DA+~ÃC.AB. 

AD. BC - AD.ÍBA + AC) = AD~BA + Ãh.ÃC 

Cộn-J từng vế ba đẩng thức trên ta dễ dàng chứng minh được đẳng thức 
Euler. 

Bải 10 __ 

Cho hình lập phương ABCDA'B'C'D' cạnh a. Gọi p, Q là các điểm lần lượt 
xác định bởi AP' = -AD', C'Q = -C'D. 

a) Chứng minh rằng đường thẳng PQ di qua trung điểm M của cạnh BB'. 

b) Tính độ dài đoạn thẳng PQ. _ 

Giải 

a) Ta cần chứng minh ba điểm : p, M, Q thẳng hàng. 

Đặt BA = a , BB' = b , BC = c . 
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Ta có : MP = MB + BA + AP = ~ + a - (b + c) vì Ãp = CTl 

2 


MQ = MR' + B'C' + C’Q = ~ + c 

Do đó MP = a- c-ậb 
2 

và MQ = -atc+rb. 

2 

Dựa vào kết quả trêu ta có : 

MP =-MQ. 

Như vậy M là trung điểm của 
đoạn PQ (tất nhiên là ba điểm p, 

M, Q thẳng hàng). 

b) Ta có : PQ = 2MP mà MP = a - ị b - 

2 

MP 2 = MP 2 Ịa -|b- cj =1 


(a- b) vì C'Q = AB' 


p 



Chứ ý rằng vì các vectơ a, b, c đôi một vuông góc với nhau nên ta có 

-> -* -+ -h -» _,2 ^2 

a.b=0. b.c = 0, c.a = 0. Mật khác ta có a = b = c = a 2 . 

Bo đó : MP 2 = a 2 + — a 2 + a 3 = a 2 => MP = ị a^/ỸỈ . 

4 4.2 

Vậy PQ = 2MP = ajĩi . 


D. CÁC ĐỂ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 

01. Cho hình hụp ABCDABCD' có : BA.' = a, B 7 ! = b, ữc' = c . Gọi M là 

MA 

điểm chia đoạn thẳng AC theo tỉ số m nghĩa là = m và N là điểm chia 

MG' 

NC 

đoạn tháng CD' theo tỉ sô n nghĩa là —— = n. 

ND' 

a) Hăy biểu thị các vectơ B'M, B'N t-heo a, b, c 

b) Xác định m, n đê đường thẳng MN song song với đường thẳng B'D. 
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ĐS : a) B'M = —-a-L-b +c 

m - 1 m -1 m - 1 

ETN = —~a !—b + c . 

n - 1 n - 1 


b) Hướng dẫn : MN // B'D <=> MN = kB’D , trong đó 


MN = í— 


1 V 


n - 1 m - 1, 


n - 1 m - 1 


b + 1 


m 


m - 1 


B’D = a + b + c . 

Muốn MN // B'D ta phải có : j m ~ 1 . 

02. Cho khôi tứ diện ABCD. Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của DA và 
BC. Gọi 1 là trung điểm của MN. Chứng minh rằng : 

a) MN = ị AB + ị DC . b) Ta + 7b + 7c + 7 d - 0 . 

2 2 


03. Trong không gian cho một điểm 0 và bốn điểm A, B, c, D phân biệt, 
không thẳng hàng. Chứng minh điều kiện cần và đủ để ABCD là một hình 

bình hành là : OA + oc = OB + oc . 

04. Trong không gian cho tam giác ABC có A(l; -1; -3), B(2; 1; -2) C(-5; 2; 6). 
Đường phân giác trong của góc A cắt cạnh BC tại D. Hãy tính tọa độ điểm D 
và chiều dài đoạn AD. 

ĐS : d(Ì; ệ; -sì, AD = . 

u 4 J 4 

05. Trong không gian cho các vectơ : 

a = (-1; 3; 2), b = (2; -3; -4), c = (-3; 12; 6). 

Chứng minh ba vectơ a, b, c đồng phảng và tính c theo a và b . 

ĐS : c = 5 a + b . 

06. Cho vectơ ej = (1; 0; 0), e 2 = (0; 1; 0), e 3 = (0; 0; 1). 

Biết : a = ej + e 2 , b = e 2 + e 3 và c = e x + me 2 + ne 3 


a) Tính góc của hai vectơ a và b . 

b) Định m và n để vectơ c vuông góc với hai vectơ a và b . 

—► 

Tính độ dài của vectơ c . 
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ĐS : a) cos(a;b) = ^ (a;b) =60°. 

2 

b) c = (1; m; n) với m = -1, n = 1 và I e I = >/3 . 

07. Cho các vectơ a = (4; -2; -4) và b = (6; -3; 2). Hãy tính tích vô hướng 
(2 a - 3 b ).( a + 2 b ). 

ĐS : Tích vô htídng là -200. 

08. Trong không gian cho hai hệ vectơ sau đây, hệ nào đồng phẳng ? 

a) a = U; 2; 3),. b = (4; 5; 6), c = (2; 1; 0). 

b) in = (-1; 2; 3), n =tl; -2; 0),;J> = (0; 1; 1). 

ĐS : Hệ ja; b; cj đồngj)hẳng, hệ jm; n; pj không đồng phẳng. 

09. Tính diện tích tam giác ABC cho biết A(7; 3; 4), B(l; 0; 6) và C(4; 5; -2). 

ĐS : S^BC = \ I ÃB A ÃC 1= ỈVl4 2 + 42 2 + 21 2 = . 

2 2 2 

10. Trong không gian cho bôn điểm A, B, c, D tùy ý. Gọi M, N, p, Q theo 
thứ tự là trung điểm của các doạn thẳng AC, BD, AD, BC. Chứng minh rằng 

a) ÃB + CD = ĂD + CB = 2MN . 

b) ĂB -CD = Ãc -BD = 2PQ. 

11. Cho tứ diện ABCD. Tim điểm o sâo cho OA + OB + 'oe -K OD = 0 . 

Chứng minh diểm o là duy nhất. 

Hưđng dẫn : Lấy E, F lần lượt là trung điểm cửa.AB và CD. Lấy o là 
trung điểm của EF, ta có OE + OF = 0 . 

„•12. Trong không gian Oxyz cho tam giác ABC biết : A(2; 1; -3), B(3; -2; 2) và 
C(4; 0; 1). 

a) Ta có AH 1 BC tại H. Tìm tọa độ của H và tính I AH I. 

b) Tìm diện tích tam giác ABC. 

Hướng dẫn ; 

a) AH 1 BC với H(x; y; z) ta có : X + 2y - z = 0 (1) 

với BH // BC ta có : (2) 

12-1 


132 



Từ (1) và (2) ta tính được H và AH = J~ : 


Saab r = 4 BC.AH = 4 Vẽ.,/? = 4 VTTÕ ( vì BC = Vẽ). 


Chú ý : Có thể tính bàng cách áp dụng công thức : 

^đABC = 2 A • 

13. Cho các số thực a, b, c, d, e, f. Chứng minh rằng : 

(ab + cd + ef) 2 < (a 2 + c 2 + e 2 )(b 2 + d 2 + f 2 ) 

Hướng dẫn : Đặt : u = (a; c; e); V - (b; d; D rồi dùng tính chất 
( u . V ) 2 ắ u 2 .v 2 để chứng minh. 
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Chuyên đề 8 : MỘT PHĂNG 

A.TÒM TẮT LÍ THUYẾT _ 

1. CẶP VECTƠ CHỈ PHƯƠNG CỦA MẶT PHANG 
Giả sử mặt phăng (a) xác định bởi ba 

điểm A, B, c không thẳng hàng, khi đó hai 

vectơ CA = a và CB = b được gọi là cặp 
vectơ chỉ phương của mặt phẳng (a), (a 
và b không cùng phương). 

Như vậy mặt phẳng (a) hoàn toàn được xác định khi biết một điểm thuộc 
nó và một cặp vectơ chỉ phươn‘g của nó. 

2. VECTƠ PHÁP TUYẾN CỦA MẶT PHẨNG 

Vectơ n khác vectơ 0 được gọi là vectơ 
pháp tuyến của mặt phàng (a) nếu nó 
nằm trên đường thẳng vuông góc với mặt 

phẳng ấy và được ký hiệu n 1 (a). 

Mặt phẳng (a) hoàn toàn được xác định 
khi biết một điểm thuộc nó và một vectơ 
pháp tuyến của nó. 

Chú ý : Trong không gian Oxyz nếu a = (a : ; a 2 ; a 3 ), b - (b h b 2 ; b 3 ) là cập 

vectơ chỉ phương của mặt phẳng (aj thì khi đỏ vecta pháp tuyến n của (a) có 
tọa độ là : 

a 3 a l .! a l a 2 1 

b 3 bj 1 bj b 2 J 

Hiển nhiên là n -L ạ oà n 1 b . 

3. PHƯƠNG TRÌNH TổNG QUÁT CỦA MẶT PHẢNG 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho trước, mỗi mặt phẩng là tập 
hợp tất cả các điểm có tọa độ (x; y; z) thỏa mãn một phương trình có dạng : 

Ax + By + Cz + D = 0 với A 2 + B 2 + c 2 * 0 ( 1 ) 

Ngược lại tập hợp tất cả các điểm có tọa độ thỏa mãn phương trình (1) là 
một mặt phẳng. Phương trình (1) được gọi là phương 'trình tổng quát của 
mặt phảng (a). 

• Nếu mặt phẳng (a) đi qua điểm M 0 (x 0 ; y 0 ; z 0 ) và nhận n = (A; B C) 
làm một vectơ pháp tuyêh thì nó có phương trình tổng quát là : 
_A(x - Xọ) + B(y - y 0 ) + C(z - Zọ)._ 


n = a A b = 


a 2 a 3 

bo bq 
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»■ Nếu (ot) là mặt phăng có phương trình là : Ax + By + Cz + ĩ) * 0 thì j 

n - (A; B; C) là một vectơ pháp tuyến của nó. 
i. VỊ TRÍ TƯƠNG Dốỉ CỦA HAI VECTƠ MẶT PHẢNG 

Trong không gian Oxyz cho hai mặt phăng (a) và («') lần lượt ró phương 
trình tổng quát là : 

(a) : Ax + By + Cz + D = 0 
(à) : A'x + B'y + C'z + D' = 0 

Khi đó vectơ n = (A; B; C) và n' = (A’; B'; C') lần lượt là vectơ pháp tuyến 
của (u) và (a'i 

a) Hai mặt phẳng (a) và (ơ.') cắt nhau theo giao tuyến là một đường 
thẳng khi và chỉ khi hai vectơ pháp tuyến không cùng phương, nghĩa là : 

(a) cát (a') o A : B : c / A’ : B' : ữ 

b) Hai mặt phăng (a) và (oO trùng nhau khi và chỉ khi hai vectơ pháp 
tuyến n và n' cùng phương và hai mặt phăng đó có chung nhau một điểm. 


ABC 
(cí) trùng với (cO <=> — = — = — 
A' B' C' 


D_ 

ữ' 


c) Hai mặt phăng (oc) và <a") song song với nhau khi và chi khi chúng 
không cắt nhau và không trùng nhau. 


(a) // (a') o 



D 

D' ■ 


5. CHÙM MẶT PHANG 

Cho hai mặt phăng (a) và ( à ) cắt nhau. Tập hợp các mặt phẳng qua giao 
tuyến của (ci) và (cO gọi là một chùm mặt phảng. 

Giả sử (a), (a ) cắt nhau, lần lượt'có phương trình : 

(ữ) : Ax + By + Cz + D = 0; 


(a) : A'x + B'y + C'z + D' = 0 

Khi đó mỗi mặt phẳng qua giao tuyến của (a) và (a 1 ) đều có phương trình 
dạng : 


m(Ax + By + Cz + D) + n(A'x + B'y + C'z + D') = 0 (2) 

vói m 2 + n 2 * 0. 

Ngược lại mỗi phương trình dạng (2) đều là phương trình của một mặt 
phing qua giao tuyến của (cx) và (à). 

6. GÓC GIỮA HAI MẶT PHANG 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai mặt phẳng (a) và (ot 1 ) lần 
lưet có phương trình : 

(a) : Ax + By + Cz + D = 0 


(a') : A'x + B’y + C'z + D = 0 
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Gọi ip là góc giữa hai mặt phảng (a) và (a ). 
Khi đó <p bằng góc giữa hai đường thẳng 
lần lượt vuông góc với (a) và (a'). Vậy cp bằng 
hoặc bà vứi góc tạo bởi hai vectơ pháp tuyến 

n = (A; B; C) và n' = (A’; B'; C’) của (a) và (a'> 


Mo(xo; y 0 ; Zu) 


|AA' + BB' + CC^ 

/a 2 +B 2 +C 2 .Va , 2 +B ' 2 +c 2 


Do đố : (ci) 1 (a) «. AA' + BB’ + CC' = 0. V 

7. KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT MẶT PHẲNG 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, khoảng M 0 (xo; y 9 ; z u . 

cách từ điểm Ma(xo; y 0 ; Zo) đến mặt phẳng (a) có f 

phương trình Ax + By + Cz + D = 0 được tính Ị -ị-— 

theo công thức : / Ị 

/ H / 

ìIa 2 + B 2 +c 2 Lầ __ Ị 

8. CÁC TRƯỜNG HỢP riêng của phương trình 
TỔNG QUÁT CỦA MẶT PHẲNG 

Trường hợp tổng quát :Ax + By + Cz + D = 0 vởi A 2 + B 2 + c 2 * 0. 

• D = 0=>Ax + By + Cz = 0: mặt phẳng di qua gốc tọa độ. 

• C = 0=>Ax + By<+D = 0: mặt phẳng song song với trục Oz. 

• B = 0=>Ax + Cz + D = 0: mặt phăng song song với trục Oy. 

• A = 0=>By + Cz-t-D-0: mặt phảng song song với trục Ox. 

• C = D = 0=>Ax + By = 0: mặt phẳng chứa trục 0«. 

• B = C = D = 0ox = 0: mặt phẳng (Oyz). 

Tương tự : y = 0 : mặt phẳng (Ozx) 

z = 0 : mặt phảng (Oxy) 


m. rmknm PHẰPGIÀI TOÀI* 

Vấn ửk 1: LẬP PHtíơNC Intel CỦA BẠT PHầNC 

A. PHƯƠNG PHÁP _ 

Muốn lập phương trình cùa mạt phảng (a) ta cần tim điều kiện cần và đủ 
tập hợp các-điểm M(x; y; z) thuục (a). Ta có các trường hợp : 

• Mặt phẳng (a) đi qua điểm M 9 (x,,; y G ; z 0 ) nhận n = (A; B; C) làm vettơ 

pháp tuyến. ___ 
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M(x; y; z) £ (a) «• n . M 0 M = 0 Ị^n±M 0 Mj. 5 = (A ;B;C) 

<=> A(x - Xo) + B(y - y 0 ) + C(z - Zo)"= 0 (1) 

Phương trình (1) được gọi là phương trình 
tổng quát của mật phảng (ci). 

• Mặt phỉng,(a) đi qua điểm M rt (xo, y 0 , Zo) 
nhận a = (au a 2 ; a 3 ) và b = (bũ b 2 ; b 3 ) làm cặp 
vectơ chỉ phương (tâ't nhiên a , b phải không cùng phương) 

M(x; y; z) e (a> <=> 3 vectơ |m o M,- a, bị đồng phẳng. 

<=> M 0 M = ma + nb (m, n là các tham số) 

Viết hệ thức trên dưới dạng tọa độ, ta có : 

I X - x 0 = maj + nb x íx = x 0 + ma x + nbj 
y - y 0 = ma 2 + nb 2 « ị y = y 0 + ma 2 + nb 2 (2) 

z - z 0 = ma 3 + nb 3 [z = z 0 + ma 3 + nb 3 

Phương trình (2) được gọi là phương trình tham số của mạt phẳng (a). Từ 
phương trình (2) nếu khử các tham số m, ri này ta được phương trình tổng 

quát của (a). Mặt khác, ta có thể tìm được vectơ pháp tuyến n của (a) khi 

biết cặp vectơ chỉ phương a = (ap, a 2 ; a 3 ), b = (bú bai b 3 ) của (a). Ta có : 

n = a A b = 


( 

a 2 a 3 


a 2 aj 


a l a 2 

\ 

V 

b 3 

’ 

b 3 bj 


b t b 2 

/ 


Do đó, ta được phương trình tổng quát của (a) là : 

l a l a 2 


ịa 2 a 3 
b 2 b 3 


(x -x 0 ) + 


a 3 a l 
b 3 bj 


(y -y 0 i + 


b 2 | 


(z-z 0 ) = 0. 


B. CÁC VÍ DỤ 
Ví dụ 1 


Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, hãy viết phương trình tổng quát 
của mặt phẳng ( a) đi qua điểm A(0; -1; 4) và nhận các vectơ u = (3; 2; 1), 
V = (-3; 0; 1) làm cặp vectơ chỉ phương. 


Giải 

M(x; y; z) e (a) o ỊaM, u, vị đồng phẳng 
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x-0 = 3m-3n 

[ X = 3m - 3n 

(1) 

y +1 = 2m 

|y = -1 + 2m 

(2) 

z - 4 = m + n 

|z = 4 + m + n 

(3) 


□ Cách 1 : Khử tham số 

Từ (2) => m = 

2 

Từ(3)=>n = z- 4- m = z- 4- y 1 = ————- . 

2 2 

Thay giá trị của m và n vào (1) ta có : 

3(y + 1) 3(2z - y - 9) „ „ „ 

X = —- ————— o 2x - 6y-+ 6z - 30 = 0. 

2 2 

Rút gọn ta được phương trình tổng quát của mặt phẳng (a) là : 

X - 3y - 3z - 15 = 0. 

□ Cách 2 : Dùng vectơ pháp tuyến 

Mặt phẳng (a) có hai vectơ chỉ phương là : u = (3; 2; 1), V = (-3; ơ, 1) 
Do đó ịa) có vectơ pháp tuyến n = u A V là : 


3 2 

-3 0 


= ( 2 ; - 6 ; 6 ) 


Ta chọn vectơ n' = (1; -3; 3) cùng phương với n làm vectơ pháp tuyến của (oc). 

Ta có : M(x; y; z) e (a) «■ n'.AM = 0 » l(x - 0) - 3(y + 1) + 3(z - 4) = 0 

<=> X - 2y + 3z - 15 = 0 

Vậy phương trình tống quát của mặt phảng (a) là : x - 3y + 3z - 15 = 0. 

Ví dụ 2 


Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết phương trình tham số và 
phư&ng trình tổng quát của mặt phăng (a) đi qua ba điểm A(l; 1; 1) B(2; 4; 5), 
C(4; 1; 2). 


Giải 


Ta có : AB = (1; 3; 4); AC = (3; 0; 1) 

Ta có AB và AC là cặp vectơ chỉ phương của mặt phàng (a) 
M(x; y; z) e (a) o ỊaM, AB, Ac| đồng phảng 


fx-l = m + 3n 

o AM = m AB + n AC cs> j y - 1 = 3m 

z-1 = 4m + n 
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Ta có phương trình tham sô của mặt phẳng (a) là 

Từ (2) ta có : m = — . 


, _ , , _ , 4(y -1) 3z-4y + l 

Từ (3) ta có : n = z - 1- 4m = z - 1 - = ——r 

3 3 

Thay các gía trị của m và n vào (1) ta có : 


x = 1 + m + 3n 

(1) 

y = 1 + 3m 

(2) 

z = 1 + 4m ' n 

(3) 


X = 1 + 


y-1 


+ 3z - 4y + 1 3x + lly - 9z - 5 = 0. 


Ta được phương trình tổng quát cúa mặt phăng (ot) là : 

3x + lly - 9z - 5 = 0 

Nhận xét : Ta có thể lặp phương trình tổng quát cùa (a) bằng cách tìm 
vectơ pháp tuyến n = AB A AC của mặt phăng (ot) 


Ta có 


3 4 
0 1 


4 1 
1 3 


1 3 
3 0 


= (3; 11; -9). 


Vậy phương trình tổng quát có dạng : 

3(x - 1) + ll(y - 1) - 9(z - 1) = 0 o 3x + lly - 9z - 5 = 0. 

Ví dụ 3 


Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho ba điểm lần lượt nằm trên ba 
trục tọa độ là : A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c), với a, b, c * 0. Hãy lập phương 
trình tổng quát‘của mặt phảng đi qua ba điểm A, B, c dó.__ 


Giải 

Mặt phăng (ABC) có hai vectơ chỉ phương là : 
AB=(-a;b;0) 

Ãc = (-a; 0; c) 

Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt phăng 


(ABC) ta có 


b ol 
0 


0 -a| 
c -a 


-a b 
-a 0 


= (bc; ca; ab). 



Vậy phương trình mặt phảng (ABC) di qua điểm A(a; 0; 0) có dạng : 
bc(x - a) + ca(y - 0) + ab (z - 0) = 0 o bcx + cay + abz = abc. 

y 


— + ^ + - = 1 

a b c 


139 




Mặt phẳng (ABC) lần lượt cắt các trục Ox, Oy, Oz lần lượt tại : A(a; 0; 0) 
B(0; b; 0), C(0; 0; c) nên phương trình trên được gọi là phương trình của mặt 
phảng theo đoạn chắn (là một dạng của phương trình tổng quát). 

Ví dụ 4 



Giải 


Mặt phẳng (a) đi qua M, N và song song với trục Ox có hai vectơ chỉ . 

phương là MN = (-1; 2; 1) và e! = (1; 0; 0). Gọi n là vectơ pháp tuyến của 

(a) ta có : 

_ ( 2 11 -1-1 2 

n ~[o 0’ 0 1 ’ 1 0 

Phương trình tổqg quát của (a) đi qua điểm M(4; -1; 1) có dạng : 

0(x - 4) + l(y + 1) - 2(z - 1) = 0 o y - 2x + 3 = 0. 

Nhận xét : Phương trình tổng quát của (a) không chứa X nghĩa là mặt 
phẳng đó song song với trục Ox (vì phương trình của (a) không lệ thuộc vào x). 

Vi dụ 5 _ - ____ 

Lập phương trình tổng quát của các mặt phẳng tọa độ và các mặt phẳng 
đi qua điểm 1(2; 6; -3) lần lượt song song với các mặt phảng tọa độ. Gọi (P) 
là mặt phảng, di qụạ I và chứa trục Oz. Lập phương trình tổng quát của (P). 

V. Giải 

Mặt phảng (xOy) nhận e 3 = (0; 0; 1) làm 
vectơ pháp tuyến và di qua gốc tọa độ 0(0; 0; 0) 
nên có phương trình tổng quát là*! z = 0. 

Lập luận tương tự, các mặt phàng (yOz) và 
(zOx) có phương trình tổng quát theo thứ tự là 
X = 0 và y = 0. 

• Gọi (a) là mặt phẳng đi qua điểra I và song song với mặt phẳng (xOy) 
nên có phương trình tổng quát dạng : (a) : z + D = 0 

Vì : 1(2; 6; -3) e (a) nên -3 + D = 0=>D = 3. / 

Vậy phương trình tổng quát của (a) là z + 3 = 0. 

• Gọi (P) là mặt phảng đi qua điếm I và song song với mặt phẳní (yOz) 
nên có phương trình tổng quát dạng : (P) : X + D = 0 

Vì 1(2; 6; -3) e (p) nên 2 + D = 0 => D - 2. 

Vậy phương trình tổng quát của (P) là : X - 2 = 0. 

• Gọi (y) là mặt phăng đi qua điểm I và song song với mặt phảnf (zOx) 
nên có phương trình tổng quát dạng : (y) : y + D = 0 



= (0; 1; -2) 
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Vì 1(2; 6; -3) 6 (y) nên 6 + D = 0=>D = -6. 

Vậy phương trình tổng quát của (y) là y - 6 = 0 

• Mặt phăng (P) có hai vectơ chỉ phương là e 3 = (0; 0; 1) và OI = (2; 6; -3) 
nén có vectơ pháp tuyến n có tọa độ là : 


-* ío 1 

1« 0 

0 

0 N 

n = ; 

^ 6 -3 

-3 2 

2 

6, 


Ta thay n bằng vectơ cùng phương là n' = (3; i; 0). 

Phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) có dạng : 

3x + y + D - 0, vì 1(2; 6; -3) e (P) nên 3.2 + 6 + D = 0=>D = -12. 

Vậy phương trình tổng quát của mặt phẳng (P) là : 3x +'y - 12 = 0 

Vấn dể 2 : CHÙM MẶT PHẢNG 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Cho hai mặt phẳng (a) và (P) cắt nhau theo giao tuyến là một đường 
thẳng d. Tập hợp các mặt phẳng (y) chứa d gọi là chùm mặt phẳng xác định 
bởi (a) và (p). Muốn viết phương trình của một mặt phăng nào đó thuộc 
chùm ta cần : •’ 

• Lập phương trình của chùm (ot, P) cô dạng : 

m(AiX + B)y + C[Z + Di) + n(A 2 x + B 2 y + C 2 Z +D 2 ) = 0. 
trong đó : A]X + B(y + C]Z + Di = 0 và A 2 X + B 2 y + C 2 Z + •© 2 ’= 0 theo 
thứ tự là phương trình tổng quát của (a) và (P). 

• Dựa vào điều kiện cụ thể của bài toán ta tìm ra các hệ số m, n.đôi với 
một mặt phẳng (y) nào đó cùa chùm. Chú ý rằng các hệ số m, n này xác định 
sai khác nhau một hệ sô' tỉ lệ khác 0. (m 2 + n 2 > 0) 

• Thay các giá trị của m, n vừa tìm được vào phương trình của chùm mặt 

phẳng, ta sẽ lập được phương trình mặt phảng thỏa mãn các điều kiện cho 
trưđc. _____ 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 1 

Trong không gian cho hai mặt phẳng có phương trình : 

(a) : 2x + y - 3z + 1 = 0; (P) : x - 3y + 2z - 1 = 0 

Lập phương trình mặt phẳng (y) đi qua giao tuyến ta) h (P) và chứa điểm 

M(l; -1; n _ _ 

Giải 

Hâi mặt phẳng (a) và-(P) xác định chùm mặt phăng có phương trình : 

m(2x + y - 3z + 1) + n(x - 3y + 2z - 1) = 0 (1) 
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(!') 


<=> (‘2m + n) X + (m - 3n)y - (3m - 2n)z + m - n = 0 
Mặt phảng (y) thuộc chùm và chứa điểm M(l; -1; 1) nên ta có từ (1) : 

■-m + 5n = 0. 

Chọn n = 1 => m = 5 thay vào (1') ta có : llx + 2y - 13z + 4 = 0 

Vậy mặt phẳng (y) thuộc chùm (cx, P) và đi qua M(l; -1; 1) có phương 

trình tổng quát là : llx + 2y - 13z + 4 = 0. 

Ví dụ 2 

Viết phương trình mặt phẳng đi qua giao tuyến của hai mặt phẳng : 

(a) : 2x - X = 0, (p) : X + y - z + 5 = 0. 

và vuông góc với mặt phẳng (P) : 7x - y + 4z - 3 = 0. _ 

Giải 

Mặt phảng (Q) đi qua giao tuyến của hai mặt phẳng (a) và (p) thuộc chùm 
m(2x - z) + n(x + y -z + 5) = 0 (1) 

o (2m + n) X + ny -(m + n) z + 5n = 0 (2) 

Mạt phảng p cho trước có vectơ pháp tuyến n p = (7; -1; 4). 

Mặt phăng (Q) cần tìm có vectơ pháp tuyến là n Q = (2m + n; n; -(m + n)). 

Điều kiện để p 1 Q là n p 1 n Q hay n p . n Q = 0 

n p . nq = 0 <^> 14m + 7n - n - 4 (m + n) = 0 <=> lOm + 2n = 0. 

Chọn m = -1, ta tính được n = 5. Thay các giá trị của m và n vào (2) ta 
được phương trình mặt phẳng (Q) cần tìm la : 3x + 5y - 4z + 25 = 0. 

Ví dụ 3 _ 

Xác định các tham sô' k và m để cho mặt phẳng 5x + ky + 4z + m = 0 
thuộc chùm mặt phẳng có phương trình : 

__q (3x - 7y + z - 3) + p(x - 9y - 2z + 5) = 0. _ 

Giải 

Chùm mặt phăng đã cho có phương trình : 

(3a + p)x - (7a + 9(3)y + (oc - 2 P)z - 3a + 5p = 0. 

Điều kiện để mặt phẳng 5x + ky + 4z + m = 0 là mặt phẳng của chùm: 

5 _ k 4 _ m 

3a + p -Ta- 9|! cc - 2p ~ - 3a + 5p 

- 5 = — ị— o 5(a - 2P) = 4(3a + P) <=> 5a - ìop = 12a + 4p 

3a + p a - 2p 

-7a =14p. 

Chọn a = 2, ta tính được p = -1. Thay các giá trị này của a và p vào biểu 
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iU _ 5 k 

thiức sau : —-- = ————— 

3a + p -la - 9P 

=> k = -la - 9p và m 

Ví dụ 4 

Lập phương trình mặt phăng chứa giao tuyến của hai mặt phăng 
3x - y + 2z + 9 = 0, X + z - 3 = 0. 
ã) Chứa điểm M(4; -2; -3). 

b) Lần lượt song song vởi trục Ox; Oy; Oz. __ 

Giải 

Phương trình của chùm mặt phẳng xác định bởi hai mặt phăng đã cho có 
dạmg : 

p(3x - y + 2z + 9) + q(x + z - 3) = 0 (1) 

<=> (3p + q)x - py + (2p + q)z + 9p - 3q = 0 (2) 

a) Vì mặt phăng của chùm chứa M(4; -2; -3) nên từ (1) ta có : 17p - 2q = 0. 
Chọn p = 2, ta tính được q = 17. Thạy các giá trị này vào (2) ta đươc 

phương trình mặt phẳng cần tìm là : 23x - 2y + 21z - 33 = 0. 

b) • Mặt phảng song song với trục Ox có phương trình tổng quát dạng 

By + Cz + D = 0 (vắng mặt số hạng chứa x) 

Từ (2) ta suy ra 3p + q = 0. Chọn p = -1, ta tính được q = 3. 

Thay các giá trị này của p và q vào (2) ta được phương trình của mặt 
phẳng của chùm và song song với trục Oxlà : y + z - 18 = 0. 

• Mặt phảng song song với trục Oy có phương trình tổng quát dạng : 

Ax + Cz + D = 0 (vắng mặt sô' hạng chứa y) 

Từ (2) ta suy ra p = 0, q tùy ý. Thay các giá trị này vào (2) và rút gọn 
ta được phương trình tổng quát của mặt phàng cần tìm là : X + z - 3 = 0. 

• Mặt phẳng song song với trục Oz có phương trình tổng quát dạng : 

Ax + By + D = 0 (vắng mặt số hạng chứa z). 

Từ (2) ta suy ra 2p + q = 0. Chọn p = 1, ta tính được q = 2. Thay các giá 
trị này vào (2) ta được phương trình tổng quát của mặt phẳng cần tìm là : 

X - y + 15 = 0. 



= ——— = 1 

-3a - 5P 

= -3a - 5p => k = -5, m = -1. 


Vấn đề 3 : KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐlấM ĐẾN MỘT MẶT PHẲNG 

A. PHƯƠNG PHÁP 


• Khoảng cách từ điểm M 0 (x 0 ; y Đ ; z 0 ) đến mặt phăng (a) có phương trình 
Ax + By + Cz + D = 0 được tính theo công thức : 

d(Mo, a)= [^o +B yo+Cz 0 +DI 


Va " 2 +b 2 +c 2 


143 






1. Áp dụng công thức tính khoảng cách từ một điểm đến một mặt phảng ta 

... 16.7-3.3 + 2.4-131 28 , 

có : d(A, a)) = - - = === —— = ■++ = 4 . 

V 36 + 9 + 4 7 


2. Trước hết ta cần lập phương trình tổng quát của mặt phảng (PQR). 
Ta có : PQ = (-3; 2; 2); PR = (3; -4; -3). 

Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (PQR), ta có : 

- (12 21 I 2 -31 1-3 2 n 


2,2 -3 -3 2 

-3 ’ -3 3 ’ 3 -4 


= (2; -3; 6). 


Ta có phương trình tổng quất của mặt phảng (PQR) là : 

2(x - 1) - 3(y + 1) + 6(z - 1) = 0 <=> 2x - 3y + 6z - 11 = 0. 

.. |2.(-1) - 3 + 6.(-2) - 1 lị 28 

Do dó : d(M, (PQR)) = i - — = 4 . 

V 4 + 9 + 36 7 

Ví dụ 2 


Trên trục Oy cùa hệ tọa độ Oxyz, hãy tìm điểm cách đều hai mặt phăng 
có phương trình :x + y + z+ l = 0vàx-y + z- 5 = 0. 


Giải 

Mỗi điểih M thuộc Oy có tọa độ dạng M(0; y 0 , 0). Khi đó khoảng cách từ 

M đến hai mặt phăng đả cho là : - /° - - -1.- = - 5.. . . 

Vl + 1 + 1 V 1 + 1 t 1 

Phương trình trên tương dương với hai phương trình sau : 
y 0 + 1 = y 0 + 5 (vô nghiệm) 
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y (J + 1 = -Vo - 5 => y ư = - 3 
Vậy điểm M ró tọa độ là M(0; -3; 0). 

Ví (ùụ 3 

ị” Hây tìm khoáng cách giữa hai mặt phảng cong song cỏ phương trình . 
j_ (P) . 4x + 3y - 5z ~ 8 - 0; 'Q . 4x + 3 y - 5z + 12 =_0__ 

Giải 

Chọn Mí2: 0; 0) thuộc (P). Khoảng cách giữa hai mát phẳng song song (P) 
và ( Q) băng khoảng cách từ M tới (Q). 

4 2 + 3.0 - 5.0 + 12 ì 20 


d(M, (Q)) = 


= 2v2 . 


Chú ý : Có thể úp dụng công thức ■ d((p'), (Q)) = 


-D' + D ỉ 


VÃ* + B s + c~ 

Trong đó p và Q lẩn lượt có phương trình : 

Ax + By+Cz + D = 0 và Ax + By + c + D' - 0. 

I -12-81 20 

Ta co : d((P), (Q)) 


_1-12 -81 20 

^4 2 +3 2 +)-(5) 2 yisõ 


■ 2x2 


Ví dụ 4 


Cho tứ diện ABCD với A(2; 3; 4), B(4; 1; -2), C(6; 3; 7), D (-5, i; 8j. Tính 
độ dàii đường cao DH của tứ diện.__ 


Giải 

Chiều cao DH của tứ diện bằng 
khoảng cách từ đỉnh D tới mật phảng 

(ABO của tứ diện. Ta có AB và AC là 
cặp vectơ chỉ phương của mặt phăng 
(ABC), 

ĂB=(2;-2;-3) -* —t —~x 

lí Ị => n = AB A AC 

Ăc = (4; 0; 6) 



Gọii a là vectơ pháp tuyến của mặt phăng (ABC). Ta có : 


-3 2 
6 4 


2 -2 
4 0 


= (-12; -24; 8). 


Chtọn n' cùng phương với n làm vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ABC) 
ta có : e' = (3; 6; -2). 

Phương trình tổng quát của mặt phăng (ABC) đi qua điểm A nhận n' lam 
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vectơ pháp tuyến : 

3(x - 2) + 6 (y - 3) - 2(z - 1) = 0 « 3x + 6 y - 2z - 22 = 0. 

|3.(-5) + 6(-4) - 2(8) - 22| 77 

Khoảng oách DH = d(D, (ABC)) = = ' — - = = 11 . 

V3 2 + 6 2 + (-2) 2 7 

Vấn đề 4 : GÓC GIỮA HAI MẬT PHANG 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Góc 9 giữa hai mặt phăng (a) và (a') bằng hoặc bù với góc tạo bởi hai 
vectơ pháp tuyến n và n' của (a) và (à) (9 < 90°). 

Giả sử : (a) có phương trình Ax + By + Cz + D = 0 và có n = (A; B; c>. 

(a ) có phương trình A’x + B’y + Cz + D’ = 0 vậ có n' = (A'; B'; C). 


Ta có C03Ọ = 


“ " '_ __ I AA' + BB' 4 cơ I 

n I . I n' I ” /a 2 +B 2 +C 2 .a/a' 2 + B' 2 +C' : 


(ạ) 1 (ạ) o AA + BB’ + cơ = 0. __ 

B. VÍ DỤ 

Vi dụ 1 _ 

Trong không gian với hệ trục tọa đọ Oxyz, hãy tính góc giữa mặt phẳng đi 
qua các điểm o, M, N với M(l; 1; 1), N(3; 2; 1) và mặt phăng đi qua các điểm 
0, M, D với D(3; 1; 2). _______ 

Giải 


OM = ( 1 : 1 ; 1) 


n, - OM A ON = 


ON = (3; 2; 1)J 1||1 3||3 

Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (OMN) là nj = (-1; 2; -1) 

Lập luận tương tự, ta có vectơ pháp tuyến cùa mặt phẳng (OMD) là n 2 : 



1 

1 

1 

1 

0 

u 

1 

’ 1 

3 

’ 3 

2] 

à nj 

_ 1 

1 - 1 ; 

2 ; 

- 1 ) 



1. 

|1 

1 | 

|1 

lì 

u 2 

2 

co 

co 

i|J 


Gọi 9 là góc giữa hai mặt phẳng (OMN) và (OMD) ta có : 

, . " 1,na 1-1 + 2 + 21 3 1 

I C0S9 I = ---- = . ;.-. - -— . - = — = — 

l„;un 2 l -/1*4 + 1.VĨTT7T 6 2 

Vậy 9 = 60°. 
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Ví dụjỉ__ 

Cho hình tứ diện OABC có các cạnh OA, OB, oc vuông góc với nhau từng 
đôi một và có OA = a, OB = 2a, oc = 2a. Trên cạnh OA, OB, oc ta lần lượt 

lấy các điểm p, Q, R sao cho OP - \ OA, OQ = -ị OB, OR = i oc . 

3 4 5 

Tính góc giữa hai mặt phăng (ABC) và (PQR). 


Giải 

Chọn hệ trục tọa độ Oxyz, sao cho Ox, Oy, Oz lần lượt chứa các đinh của 
tứ diện là A, B, C. Ta có tọa độ các đỉnh của tứ diện là : 0(0; 0; 0), A(a; 0; 0), 
B(0; 2a; 0), C(0; 0; 2a). 

Theo giá thiết, ta tính được tọa~ổộ các điểm p, Q, R là : 1 

p(f;0;o),q(o;|;o),R(o;0;f' 

Mật phảng (ABC) có phương trình là : 

— + ~ + ~ = 1 Cí> 2x + y + z -2a = 0 
a 2a 2a 


2a = 0. 


Mặt phăng (PQR) có phương trình là : 

+ — + -- = 1 o 3x + 4y + 5z 
2a a 2a 

3 2 5 


Mặt phẳng (ABC) có vectơ pháp tuyến là n = (2; 1; 1), mặt phảng (PQR) 



có vectơ pháp tuyến n' = (3; 4; 5). Gọi (p là góc giữa hai mặt phăng (ABC) và 
(PQR). Ta có : * 

1 ,1 12.3 + 1.4 + 1.51 15 V3 

coscp = I cos( n , n ) I = V— .= . •• ;. = = ■ = —-= = 

V4 + 1 +1.^9+16 + 25 10v3 2 


=>■ (p = 30°. 


Ví dụ 3. __ 

Lập phương trình mặt phăng đi qua hai điểm A(0; 0; 1), B(3; 0; 0) và tạo 
Ị vớ i mặt phẳng (xQy) góc 60°. _ 


Giải 

Mặt phăng cần tìm eó dạng :Ax + By + Cz + D = 0 
Vì miặt phẳng qua A(0; 0; 1) và B(3; 0; 0) nên : 


ÍC + D = 0 
[3A + D = 0 


=> D = -3A, c = 3A, 


Mặt iphẳng cần tìm có vectơ pháp tuyến n = (A; B; 3A). 

Mặt khác, vectơ pháp tuyến của mặt phăng (xOy) là : e 3 = (0; 0; 1). 
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-+ -» 3A n 1 

Theo giả thiết cos(n, e 3 ) = -— = cos 60° = — 

VlOA 2 + B 2 .VĨ 2 

Vậy : 36A 2 = 10A 2 + B 2 o 26A 2 = B 2 => B = ± v26 A. 

Do dó, phương trình mặt phẳng cần tìm là : X ± \/26y + 3z - 3 = 0 . 
Như vậy ta có hai mặt phảng thỏa mãn điều kiện của bài toán. 

Ví dụ 4 


Lập phương trình mặt phăng phân giác của các góc nhị diện tạo bcởi hai 
mặt phẳng có phương trình sau đây : 

_ (ạ) : 7x + y - 6 = 0; (P) : 3x + 5y - 4z + 1 = 0. __ 

Giải 

Gọi Mo(xo; yo; z 0 ) là một điểm thuộc mặt phăng phân giác và như vậy Mo 
phải cách đều (a) và (P), nghĩa là : 

I7x 0 + y 0 -61 _ 1 3x 0 + 5y 0 -4z 0 + 11 

J 7 2 +1 - V 3 2 + 5 2 + 4 2 

Nếu Mo(x; y; z) là một điểm thay đổi, ta cũng có điều kiện sau đày : 

I7x + y- 6l _l3x + 5y-4z + ll 

Ự50 y/EÕ 

Phương trình trên tương đương với hai phương trình sau đây là phương 
trình hai mặt phẳng phân giác cần tìm : 

7x + y - 6 = 3x + 5y - 4z +1 <=> 4x - 4y + 4z - 7 = 0. 

7x + y - 6 = -3x - 5y + 4z -1 o lOx + 6y - 4z - 5 = 0. 

c. CÁC BÀI TOẬN ÔN TẬP 
Bài 1 

Lập phương trình tổng quát của mặt phăng (a) đi qua điểm M(3; -1; -5) 

' và vuông góc với hai mặt phẳng (P) và (Q) sau đây : 

_(P) : 3x - 2y + 2z + 7 = 0; (Q) : 5x - 4y + 3z + 1 = 0. 


Mặt phẳng (a) cần tìm có hai vectơ chỉ 
phương ỉặ hai vectơ pháp tuyến của hai mặt 
phăng(F)vá(Q) : 

n p = (3; -2; 2); n q = (5; -4; 3) 

Mặt phăng (a) có vectơ pháp tuyến là : 

-* f-2 2 2 3| 2 -2Ì ín , m 

n a = = (2; 1; -2) 

-4 3 3 5 5 -4 


n p\ /n, ,M 
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Vậy phương trình tổng quát cứa mặt phảng (a) là : 

2(x - 3) + (y + 1) - 2(z + 5) = 0 o 2x + y - 2z - 15 = 0. 

Bài 2^ _ 

Trong không gian cho mặt phăng (ữ) có phương trình x + y-2z-6 = 0. 

Hãy tìm điểm A' đối xứng với A(l; 1; 1) qua mặt phăng (ạ). _ 

Giải 

Giả sứ A' cần tìm có tọa độ (x; y; z). Ta có : 

AA' = (x - 1; y - 1; z - 1), vectơ AA' cùng 
phương với vectơ pháp tuyến n a của mặt 
phăng (ơ). 

Ta có : n a = (1; 1; -2). Vì AA' // n nên ta có : 
x-l _ y-l _z-l 
1 1 -2 

Mặt khác trung điểm I của đoạn AA’ thuộc a nên : 

ììỉ + xyi + Milíi _ 6 = 0 (2) 

2 2 2 

Từ (1) ta suy ra X = y và z = -2x + 3. Thay các giá trị này vào (2) ta tính 
được X = 3, y = 3, z = -3. 

Vậy điểm A' có tọa độ là (3; 3; -3). 

Bài 3 __ 

Cho hình tử diện ABCD, biết tọa độ các đỉnh A(2; 3; 1), B(4; 1; -2) C(6; 3; 7), 
D(-5; -4; 8). Tính độ dài đường cao của hình tứ diện xuất phát từ A. 
___ (DẾ THI VẢO DẠI HỌC DƯỢC HẢ NỘI - 1999) 

Giải 

Mặt phẳng (BCD) qua B(4; 1; 2) và có cặp vectơ chỉ phương là : 

BC = (2; 2; 9), BD = (-9; -5; 10) 



Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (BCD), ta có : 

-* ( 2 9 9 2 2 2) . .. 

n = _ • „ „ ; ~ * = (65; -101; 8). 

-5 10 10 - 9 -9 - 5 


Mật phăng (BCD) có phương trình tổng quát là : 

65(x - 4) - 101(y - 1) + 8(z + 2) = 0 co 65x - lOly - 8z - 143 = 0 
Đường cao của tứ diện xuất phát từ A có độ dài bằng khoảng cách h từ 
điểm A đến mặt phểng (BCD) : 

|65.2 - 101.3 + 8.1 - 1431 308 

h = d(A, (BCD)) = í-. = y = > = . 

Jẽ 5 2 + 101 2 + 8 2 3V1610 








Bài 4 


Trong không gian với hệ tọa độ Đềcác Oxyz, cho điểm A(-l; 2; 3), các mặt 
phẳng (P) : X - 2 = 0 và (Q) : y - z - 1 = 0. 

Viết phương trình mặt phẳng (R) đi qua A và vuông góc với hai mặt 
phăng (P); (Q). 

_ (ĐỀ THI VẢO ĐẠI HỌC LUẬT HÀ NỘI - 1999) 

Giải 

Các mặt phẳng (P) và (Q) có các vectơ pháp tuyến : 


iĩị = (1; 0; 0), n^ = (0;l;-l). 

Mặt phăng (R) muốn vuông góc với (P) và (Q) thì phải nhận cập vectơ chỉ 
phương là n p và nQ . Gọi n R là vectơ pháp tuyến của mặt phăng (R), ta có : 


n R - n p A nQ - 


0 1 
-1 0 


= (0; 1; 1) 


Mặt phẳng (R) đi qua A(-l; 2; 3) nhận n R = (0; 1; 1) làm vectơ pháp 
tuyến, nên có phương trình tổng quát Jà : 


0(x + 1) +' l(ỵ - 2) + l(z - 3) = 0 o y + z - 5 = 0. 

Bài 5 

Trong không gian cho hai điểm phân biệt A, B. Hãy tìm tập hợp những 
điểm M sao cho MA 2 - MB 2 = k 2 với k là một số thực._ J _ 


Giải 

Chọn hệ trục tọa độ Oxyz sao cho o 
trùng với A, điểm B thuộc trục Oy. Giả sử 
AB = a và M(x; y; z). Các điểm A, B có tọa 
độ là : A(0; 0; 0), B(0; a; 0). 

MA 2 = X 2 + y 2 + z 2 
MB 2 = X 2 My - a) 2 + z 2 
Theo giả thiết : MA 2 - MB 2 = k 2 , ta có : 


z 



X 2 + y 2 + z 2 - [x 2 + (y - a) 2 + z 2 ] = k 2 o 2ay = k 2 + a 2 


y = 


k 2 


2a 


(a * 0). 


Vậy tập hợp các điểm M là mặt phẳng song song với mặt phẳng(xOz), 
vuông góc với trục Oy (là đường thẳng chứa đoạn AB) tại điểm I sao cho : 


AI = 


R 2 + a 2 
2a 
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Bài 6 


Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho hai mặt phăng lần lượt có 1 
phương trinh : 2x - 2y + z - 3 = 0, X + 2y - 2z +12 = 0. 

Hãy tìm trên trục Oz điểm eách đều hai mặt phăng đó. I 

Giải 

Mỗi điểm M thuộc Oz có tọa độ dạng (0; 0; Zo). Khi đó khoảng cách từ M 
đến hai mặt phảng là : 

r, - 1 2.0 -2.0 + Zọ - 3 I _ |z 0 - 3[ 

V2 2 + (-2) 2 + l 2 ~ 3 

d _ 1 1.0 - 2.0 + 2.z 0 + 12 1 _ I -2z 0 + 12 I 

Vl 2 + 2 2 + C-2) 2 ~ 3 

, , Iz 0 — 31 I-2z 0 +12 I _ . _ 

di = d 2 <=> —5—-=-—-<=> z 0 - 3 = ±(-2x 0 + 12) 

• zo - 3 = -2z 0 + 12 => zo = 5. 

• z 0 - 3 = 2z 0 - 12 => z 0 = 9. ‘ 

Vậy hai điểm cần tìm là Mj(0; 0; 5) và M 2 (0; 0; 9), 

Bài 7 _ • _ 

Hãy tìm trong chùm mặt phẳng xác định bởi mặt phăng : 

(a) : 2x + y - 3z + 2 = 0; (P) : 5x - 5y - 4z + 3 = 0. 

Hai mặt phảng p, Q vuông góc với nhau trong đó có một mặt phẳng đi 
qua điểm A(4; - 3; 1). _ 

Giải 

Chùm mặt phăng xác định bởi hai mặt phảng (a) và (P) có phương trình : 
m(2x + y - 3z + 2) + n(5x - 5y - 4z + 3) = 0 
o (2m + 5n)x + (m + 5n) y - (3m + 4n)z + 2m + 3n = 0 
Gọi (P) là mật phảng của chùm đi qua điểm A (4; -3; 1). Khi đó ta có : 

(2.4 - 3 - 3.1 + 2)m + 5.4 + 5.(-3) - 4.1 + 3)n = 0 
« 4m + 4n = 0. 

Chọn m = 1, ta tính được n = -1. Thay các giá trị này vào phương trình 
của chùm, ta được phương trình của mặt phảng p đi qua điểm A là : 

-3x -4y + z- l= 0 hay 3x+4y — z + 1 = 0 (P). 

Gọi (Q) là mặt phẳng của chùm và (Q) vuông góc" với (P). Muốn (P) vuông 
góc với (Q) thì các vectơ pháp tuyến của chúng phải vuông góc với nhau. 

Ta có : n p . n <5 = 0; trong đó : 

n p = (3; 4; -1), n Q = (2m + 5n; m + 5n; - (3m + 4n)). 
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n p . Hq = (2m + 5n).3 + (m + 5n) 4 - (3m + 4n).(-l) = 0 


= 13in + 39n - 0. 


Chọn m = 3, ca tính dươc n = -1. Thay "ác giá trị này vào phương trình 
của chòm. :o dươc phương trình tổng quát của mặt phảng (Q) là : 

X - 2y - 5z + 3 - 0. 

Bài 8 

I Lập phương trình tống quát của : 

1. Mặt phẳng (a) đi qua ba điếm ^(-2; 0; 0), B(0; 3; 0), C(0; 0; 5). 

2. Mặt phẳng (Ị3) đi qua điểm M(2; 3; 1) và song song với mặt phăng (a) 
nỗi trén. Tìm giao điểm của mặt phảng (P) này VỚI các trục tọa độ. 

3. Gọi ọ là g óc giữa mật phảng (ạ) và mật phẳng (Oxy). Hây tính coscp. 

Giải 


Z I = 1 hay 15x - lOy - 6z + 30 = 0. 
3 5 


1. Mặt phẳng (u) cắt trục tọa độ Ox, Oy, Oz lần lượt tại A, B, c. Theo công 
thức lập phương trình của (a) theo đoạn chắn, ta có phương trình cúa (ơ) là : 

X 

2. Mặt pnẩng v|ẫ} song song với ta) nên phương trinh tổug quát của (3) có 
dạng : 15x - lOy - 6z + D = 0. 

Vì M(2; 3; 1) thuộc (P> nên ta có : 

15.2 - 10.3 - 6.1 + D s 0 p 30 - 30 - 6 + D = 0 o D r 6. 

Vặy (P) có phương trinh tổng quát là : 15x - lOy - 6z + 6 = 0 
• Giao điểm M của mặt pliẪng (p) với trục Ox có tọa độ là nghiệm của hệ 
phương trình : % 

Í15x^ lOy - 6z + 6 = 0 


=* M 


■; 0;0 


1 !*° 

[z = 0 

• Giao điểm N của mặt phảng (P) vứi trục Oy có tọa độ là nghiệm của hệ 
phương trình : 

[l5x - lOy + 6 - 0 
|x ■* 0 • 

ịz = 0 


r4> Nf0, ỊỊ , 0). 
5 


• Giao dlểm F' của mặt phàng (f ) VÓI *rục Oz có tca dộ là nghiệm của hệ 


phương trình : 

Í15x - lOy - 6z + 5 
^x = 0 

[y-=° 


( 0 ; 0 ; 1 ). 


152 



3. 'Mặt phăng (Oxy) có phương trình tổng quát là : z = 0. Goi ự là góc nhọn 
giử;a mặt phăng (u) và mặt phăng (Oxy), ta có vectơ pháp tuyuu cua (Oxy) là 

n — (0; 0; 1) và vectơ pháp tuyên của (ơ.) là : n„ = (15; -10; -6.1 




10 + 0+ í-6)! _ 

v'l5" + 10 2 + 6 2 .vT 


6 

ĩõ' 


Bàã 9 

Ị Trong không gian vái hệ toa độ Oxyz, cho hai mạt phảng có phương trình 
I iu) : 2x - my + 3z - 6 + m = 0; 

(p) : (m + 3)x - 2y +(5m + l)z - 10 - 0 
Với giá trị nào của m thì hai mặt phăng đó • 

1. Song song với nhau. 2. Trùng nhau. 3. cắt nhau. 

Giải 


1. Hai mặt phảng (a) VÈ (P) song song với nhau khi và chỉ khi : 

2 m 3 -6 + m ... 

——r = ~ = —- - *■ ——— (1) 

m + 3 2 5m +1 10 

Xét ; —^ m 2 + 3m -4 = 0 
m + 3 2 

... _ -3*5 [n»i = -4 

m = — -T -— => t . 

2 [m 2 = 1 

Xét ^ = — => 5m 2 + m- 6 = 0=>m = 

2 5m +1 10 



Láy giá trị m = 1 thay vào tỷ sô' cuối cùng, ta có : 


—6 + rạ) —6 + 1 _ 

-10~ = ~To~ = 


Như vậy không có giá trị nào của m thỏa mãn điều kiện (1) nêu trẽn. Vậy 

hai mật phảng (ơ), (p) không thế song song với nhau. 

2 _ m _ 3 -6 + rn l 

- — - - 


2. Vớã m = 1, ta có : 


m + 2 2 5m + 1 -10 2 

Vậy Bấu m = 1 thì hai mặt phảng (o), (P) trùng nhau. 

3. Từ cac tính toán trên, ta suy ra khi m * 1 thì hai mặt phảng đó cắt nhau. 


Bài 10_ 

ị Trong kliòng gian Oxyz, hãy tìm tập hợp các điểm cách đều hai diểm phân 
ị biệt Aw(s t ; a 2 : a 3 ). B(bi; b 2 ; bo) tìho trước. Chứng tỏ ràng tâp họp này íà mặt 

1 phăng nhận AB làm Vtìcto pháp tuyến và đi qua trung điểm cua đoạn Ầli 

.1 „. . , . . „ ■ 

Ị Ap dn-g Tìin tập hự|» các diếm cổch đéu hai chêm A( l; 2 0) 6’ -21 ; 




Giải 


Gọi M(x; y; z) là điểm cách đều hai điểm A, B ta có : I AM I = I BM I c? 

ự(x - aj) 2 + (y - a 2 ) 2 + (z - a 3 ) 2 = yj(x - b'!) 2 + (y - b 2 )^+ (z - b 3 ) 2 
Bình phương hai vế và rút gọn ta’có : 

2(bi - arìx + 2(b 2 - a 2 )y + 2(b 3 - a 3 )z + áị + a 2 + af - bj - fc >2 - bg = 0 

<=> (b, - ai)x + (b 2 - a 2 )y + (b 3 - a 3 )z + a -- ~ - + a? -~-^ 2 + = 0 (1) 

Ta nhận thấy phương trình (1) biểu thị cho một mặt phăng vì đó là một 
phương trình bậc nhất đối với X, y, z trong đó các hệ số bi - aj, b 2 - a 2 , b 3 - a 3 
không đồng thời bằng 0 vì hai điểm A, B phân biệt. Mặt khác, mặt phẳng 

này có vectơ pháp tuyến : n = (bị - a x ; b 2 - a 2 ; b 3 - a 3 ) = AB . 

Thay X = a ' < y = 2 ~ > z - a -^ ks vào phương trình (1), ta thấy 

phương trình đó thỏa mãn. Vậy mặt phẳng này đi qua trung điểm của đoạn 
AB và vuông góc yới AB nên được gọi là mặt phăng trung trực của đoạ'. AB. 
Áp dụng : Gọi M là điểm cách đều A và B và I là trung điểm của đoạn AB. 

Giả sử M(x; y; z), ta có IM.AB = 0. 

Ta có : AB = (4; 4; -2) và tọa độ điểm I là p - ; ———; - - j = (3; 4; -1). 

IM = (x - 3; y - 4; z + 1) 

ĨM.ÃB =-0 o 4(x - 3) + 4(y - 4) - 2(z + 1) = 0 

o 4x + 4y -2z - 30 = 0 cx> 2x + 2y - z - 15 = 0 
là mặt phẳng trung trực của đoạn AB. 

Mặt phẳng này là tập hợp các điểm cách đều hai điểm A, B cho trước. 

D. CÁC ĐỀ TOÁN DỂ LUYỆN TẬP 

01. Trong không gian qho ba điểm : A(3; 4; 0), B(l; 5; 3), C(2; -3; 1). 

a) Chứng tỏ ba điểm A, B, c không thẳng hàng và lặp phương trình tổng 
quát của mặt phẳng xác định bdi ba điểm A, B, c đó. 

b) Lập phương trình tổng quát của mặt phảng đi qua điểm A và vuông góc 
với BC. 

ĐS : a) AB = (-2; 1; 3) và AC = (-1; -7; 1) không cùng phương nên A, B, 
c không thẳng hàng. Phương trình tổng quát của mặt phẳng (ABC) là : 

22x - y + 15z - 62 = 0. 
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b) Phương trình tổng quát của mặt phăng đi qua A và vuông góc với 
BC là : X - 8y + 2z + 29 = 0. 

02. Trong không gian cho hai điểm : A(-3; 2; 5) và B(l; -2; 3). 

ã; Viết phương trình tổng quát của mặt phăng trung trực của đoạn AB. 
bj Tính cosin của các góc hợp bởi mặt phăng trung trực đã nêu ở trên và 
các mặt phăng tọa độ. 

ĐS : a) Mặt phăng trung trực của đoạn AB có phương trình tổng quát là : 

, 2x - 2y - z + 6 = 0. 


b) Gọi a, p, 7 là các góc nhọn hợp bởi mặt phăng trung trực lần lượt 

1 2 2 

với các mặt phăng Oxy, Oyz, Ozx. Ta có : cosoc = A; cos p _ ±,- C0S y _ 


08. CJio chùm mặt phảng có phương trình : 

m(2x - 3y + z - 5) + n(x - 2y - z - 7) = 0. 

a) Mặt phăng 5x - 9y - 2z + 12 = 0 có phải là một mặt phẳng thuộc 
chùm hay không ? 

b) Lập phương trình mặt phăng của chùm đi qua gốc tọa độ. 

ĐS : a) Mặt phăng đả cho không phải là một mặt phăng của chùm, 
b) Phương trình mặt phăng cần tìm là : 9x - lly + 12x = 0. 

04. Lập phương trình mặt phảng : 

a) Chứa giao tuyến của hai mặt phẳng : 

2x - 7y + 4z - 3 = 0, 3x - 5y + 4z +’ 11 = 0 và đi qua điểm M(-2; 1; 3). 

b) Chứa giao tuyến hai mặt phảng 2x - y + 3z - 5 = 0, X + 2y -z + 2 = 0 
và vuông góc với mặt phẳng x-2y-z + 3 = 0. 

ĐS : a) 15x - 47y + 28z -7 = 0. b) 3x + y + 2z - 3 = 0. 

05. Lập phương trình mặt phẳng (a) đi qua điểm M(5; 2; -3) và song song 
với mặt phẳng 2x - y + 4z - 1 = 0. Hãy xét xem các điểm P(l; 2; -1), Q(4; 5; 1) 
và R("6; 2; -3) có thuộc mặt phăng (a) hay không ? 

ĐS : 2x-y + 4z+4 = 0: (a). 

P 6 (a), Q Ể (a), R € (a). 

06. Tìm góc nhọn giữa hai cặp mặt phảng sau đây : 

a) 2x - y - 2z - 9 = 0 và X - y - 6 = 0 (P và Q). 

b) 8x - 4y - 8x + 1 = ó vầ V2x - yÍ2y + 7 = 0 (R và S). 


ĐS : a) (P, Q) = ^. b) (R, S) = Ị . 

4 4 

07. Cho hai điểm A(l; 3; -4), B(-l; 2; 2). Lập phương trình mặt phảng trung 
trực của đoạn AB. 

ĐS : 4x +■ 2y - 12x -17 = 0. 
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08. Lập phương trình tổng quá t của các mặt phăng : 

a) Chứa trục Ox và điểm M< 4: -1; 2i 

b) Chứa trục Oy và điếm N' 1; 4; -tị). 

c) Chứa trục Oz và điếm Pl 3; -4 ; 7). 

ĐS : a) 2y + z = 0. b. 3x + z 0. c) 4x + 3y = 0. 

09. Tìm tập hợp các điểm cách đều các cãp mặt phắng song song sau đây : 

a) 4x-y-2z~3=0 và 4x - y -2z -5 = 0. 

b) 3x .+ 2yz + 3 = 0 và 3x + 2y - z - 1 = 0. 

ĐS : a) 4x - y -2z -4 = 0 b) 3x + 2y - z + 1 = 0. 

10. Tìm tập hợp các điểm cách đều hai mặt phẳng cắt nhau có phương trình 

lần lượt là : (a) : 2x + y -2z -1 = 0, í(3) : 6x - 3y - 2z - 2 = 0. 

ĐS : Là hai mặt phăng sau đây : 

14x + 7y - 14z - 7 = ±(18x - 9y + 6z - 6) 

Hai mặt phẳng cần tim là . 

-4x + 16y - 20z -1 = 0; 32x - 2y - 8z - 13 = 0. 

11. Tìm khoảng cách từ : 

a) Điểm A(-2; -4; 3) đến mặt ph.ẳng (a) : 2x - y + 2z - 3 = 0. 

b) Điểm' B(2; -1; -1) đến mặt ph ảng (Ị3) :16x -12y -15z -4 = 0. 

c) Điểm C(4; 2; -2) đến mốt phẳng (y) : 12y + 5z +5 = 0. 

. ĐS : a) d(A, (ạ)) = 1; bi d(B, Ip)) = ụ ; c) d(C, (y)) = 3. 

5 

12. Tìm tập hợp các điếm có khoảng cách bằng 4 đến mặt phẳng : 

‘2x + 3ỹ - 6z - 7 = 0 

DS : Là hai mặt phổng có phương trình : • 2x + 3y - 6z - 35 = 0 

• 2x + 3y - 6z + 21 = 0 

13. Lập phương trình gnặt phăng cửa chùm mặt phẳng có phương trình : 

m(3x - 4y + 2 + 6 ) + n(2x - 3y + z + 2) = 0 
cách đều hai điểm A(3; -4; 6», B(l; 2; 2). 

ĐS : X - 2y + z - 2 = 0. 

14. Lập phương trình mật phẩng chứa giao tuyến cửa hai mặt phẳng (otj) và 
(a 2 ) 

(a,) : 3x -y +2z + 9 = C; (a 2 ) : X + y - 3 = 0 

a) Song song với trục Ox. 

b) Song song với trục Oy, 

c) Song song với trục Qz. 

DS : a) y + z - 1S = 0: b) X + z - 3 = 0; c) X - y + 15 = 0. 
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Chuyên đề 9 : ĐƯỜNG THƯNG TRONG KHÔNG GIƯN 

A.TÓM TẮT LÍ THUYẾT 


1. PHƯƠNG TKÌNH THAM SỐ CỦA ĐƯỜNG THẲNG d 

Đường thắng (d) đi qua điểm M 0 (x 0 ; y. } ; Z,|) nhận a = ,(aj; a 2 ; a :i ) làm vectơ 
chỉ phương ( a * 0 ) 

M(x; y; 7) e d o M 0 M = ta 

Ịx - x 0 = ta! [x = x 0 + ta 1 
y 0 = ; a 2 o <Ịy = y 0 +ta 2 

3 [ z = z 0 + t a 3 



o ty 

z-z 


ta, 


( 1 ) 


M(x; y; z) 
M,)(x 0 ; y,)ỉ z 0 ) 


Phương trình (1) gọi là phương trinh tham sô' của đường thẳng d. 

2. PHƯƠNG THÍNH CHÍNH TẮC của dường tháng 


Từ (1) khử t, ta có : 


y-Yo 


( 2 ) 


a l a 2 a 3 

Phương trình (2) gọi là phương trình chính tắc cua đường thẳng với quy ước 
nếu mẵu số bằng 0 (ví dụ ai = 0 thì X - Xo = 0, nếu a 3 = 0 thì z - z 0 = 0...). 
ũ Chú ý : Do cách chọn điểm đi qua và vcctơ chỉ phương mà một đường thẳng 
có tliể có nhiều phương trình thanvsố và phương trình chính tắc khác nhau. 

3. PHƯƠNG THÌNH TONG QUÁT CỦA ĐƯỜNG THANG 

Trong không gian ta có thế’ xem đường thẳng d là giao của hai mặt phăng 

(oc) và (cO nào đó. Già sử (a) và (à) lần lượt có phương trình là : 

Ax + By + Cz + D = 0 và Ax + B'y + C'z + D' = 0 

thì d = (a) n (a') có phương trình tổng quát là : 

Ax + By + Cz + D’ = 0 _ A _ _ 

n với A : B : c * A : B : c. 

Ax + By + Cz + D =0 

4. VỊ TRÍ TƯƠNG Đối CỦA HAI ĐƯỜNG THẲNG 

Giả sử đường thảng d đi qua điểm Mo(Xo; y 0 ; Zo) và có vectơ chỉ phương 
a = (ap, a 2 ; a a ), đường thẳng d' đi qua điếm M'()(x' 0 ; y’ 0 ; z'o) và có vectơ chỉ 
phương b = (bi; b 2 ; b 3 ). Ta có các trường hợp : 

a) d và d' nằm trong một mặt phăng o ( a A b ). M 0 MÓ = 0. 

b) d và d' cắt nhau o ( a A b ). M 0 Mỏ = 0 và a t : a 2 : a 3 * bj : b 2 : b 3 . 

c) d // d' o ai : a 2 : a 3 = b! : b 2 : b 3 * (x'o - x 0 ) : (y'o - y«) : (z'o - z 0 ). 

d) d a d’ o aj : a 2 : a 3 = bj : b 2 : b 3 = (x'o - x 0 ) : (y'o - y 0 ): (z'o - z 0 ). 

e) d chéo d' <=> ( a A b ). M 0 MÓ * 0. 
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dc(a)o 


5. GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THĂNG TRONG KHÔNG GIAN 

Cho đường thẳng d có vectơ chỉ phương a = (ai; a 2 ; a 3 ) và đường thẳng d' 
có vectơ chỉ phương b = (bi; b 2 ; b 3 ). Gọi ip là góc giữa d và d', ta có : 

,_, ia.bl I a^! + a 2 b 2 + a 3 b 3 I 

I a I . I b I V a l + a 2 + . a 3 v b l + b 2 + b 3 
dld'o aibi + a 2 b 2 + a 3 b 3 = 0. 

6. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐÓI GIỮA ĐƯỜNG THẲNG và mặt PHẢNG 

Cho đường thẳng d đi qua điểm Mo(x 0 ; y 0 ; z 0 ) có vectơ chỉ phương 
a = (a 2 ; a 2 ; a 3 ) và mặt phẳng (a) có vectơ pháp tuyến n = (A; B; C). 

a) Đường thẳng d cắt mặt phẳng (a) o n . a * 0 hay a và n không 
vuông góc hay : tf$ắt (a) « Aai + Ba 2 + Ca 3 * 0. 

b) Đương thẳng d song song với mặt phẳng (a) <=> n . a = 0 và điểm 

, . ÍAa, + Ba? + Ca 3 = 0 

M « (ư) hay : d // (a) <=> < . 

[ Ax 0 + By 0 + C^ + D * 0 

c) Đường thẳng d nằm trên mặt phẳng (a) <=> n . a = 0 và M e («) hay : 

, , , íAa, + Ba, + Ca 3 = 0 

dc(a)« V 1 „ 2 _ " . 

[Ax 0 + By 0 + Cz 0 + D = 0 

d) Đặc biệt, đường thẳng d vuông góc với ( a ) <=> n và a cùng phương 
hay : d 1 (a) « S] : a 2 : a 3 = A : B : c. 

e) Góc giữa đường thẳng và mặt phảng 

Giả sử đường thẳng d cỏ vectơ chỉ phương 
-> n / a 

a =' (ài; a 2 ; a 3 ) và mặt phảng (a) có vectơ pháp / _ 

tuyến n = (A; B; C). Ị Ị 

Gọi VỊ/ là góc giữa d và (a), còn (p là góc / /' Ị 

giữa d và đường thẳng chứa vectơ pháp tuyến /q\ , / 

lĩ / 

n = (A; B; C) của (ạ) thì V|/ + <p = —. 

Do đó : sinvy = cosip với 0°< cp < 90°. 

. I Aa, «- Ba a + Cao I 

Vậy : sinvị/ = == L — , , ' - ;— - . 

'Ia 2 +B 2 + c 2 a? + aổ + aổ 


Từ công thức trên ta suy ra ’d // (a) hoặc dc(a)o Aai + Ba 2 + Ca 3 = 0. 
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7. KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐlỂM DÊ'n một đường thang 

Cho đường thẳng A đi qua điểm Mo có vectơ chỉ phương a và một điểm 
M| trong không gian. Gọi H là hình chiêu vuông góc cùa điểm IVƯ trên đường 
thẳng A (mặt phăng đi qua M, và vuông góc với A, cắt A tại H). 

Ta có: M,H = d(M 1 ( A) 


Giả sử Mi không thuộc A và M 0 M 3 = a 
Khi đó hình bình hành M 0 M 1 M 2 M 3 với 
M 0 M 3 = MjM 2 = a sẽ có diện tích 


s = 


Do đó : M,H = 


M 0 Mj A a 

s 


MqMị a a 


MnM, 



01,13 I a I 

Cóng thức trên vẫn đúng cho trường hợp M) 6 A. 

□ Chú ý : Tu có thể lập phương trình mặt phẳng (a) đi qua Mị nhận a 
làm vectơ pháp tuyến và tìm được giao điểm H = (a) n A. 

Ta có : d(Mị, A) = I MjH I. 

8. KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI ĐƯỜNG THANG CHÉO NHAU 

Cho hai đường thẳng A và A' chéo nhau. Đường thẳng A đi qua điểm Mo 
có vectơ chỉ phương M 0 Mj = a . 

Đường thẳng A' đi qua điểm M'o có vectơ chỉ phương M 0 M 3 = a'. 

Ta hảy tìm khoảng cách giữa A và A\ 

Ta dựng hình hộp : MoM 1 M 2 M a M' 0 M'iM' 2 M': 

(có các cạnh M 0 M’o // MiM’i // M3M3). 

Khi đó khoảng cách giữa A và A’ 
bằng khoảng cách giữa hai đáy của 
hình hộp nói trên, tức là chiều cao 
của hình hộp. 

Gọi V là thể tích hình hộp, 

SiaoM^ịMo là diện tích đáy của hình hộp, 
du, A’) là khoảng cách giữa hai đường thẳng A và A’ thì : 

V I (aA a').M 0 Mó I 



d(A, A’) = 




I a A a' 
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□ Chú thích : Muốn tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau ta 
còn cố thể : 

• Lập phương trinh mặt phẳng (a) chứa đường này và song song vói 
dường kia. 

• Tính khoáng cách giữa đường kia tới mặt phẳng (a)._ _ 


B. PKƯƠNC PHÁP GIẢI TOÁN 

Vấn dề 1 : LẬP PHƯƠNG TRÌNH CỦA ĐƯỜNG THANG TRONG KHÔNG GIAN 


A. PHƯƠNG PHÁP 


• Đường thẳng A đi qua điểm Mo(x 0 ; y 0 ; Zo) và nhận a = (ai; a 2 ; a 3 ) làm 
vectơ chỉ phương : M(x; y; z) e A. 

[x-x 0 =ta 1 íx = x 0 +ta 1 
<=> M 0 M = ta » ]y-y 0 = ta 2 «> |y = y 0 = ta 2 (1) 


z n + ta 



[z - z 0 — ta 3 

r M(x; y; z) 

'M 0 (x 0 ; y s ; z 0 ) 


Phương trình (1) là hệ 3 phương trình và được gọi là phương trình tham 
số của đường thẳng A. Nếu cho biết phương trình tham sỗ' (1) của một đường 
thẳng nào đó, ta dễ dàng thấy rằng đường thẳng đó đi qua điểm Mo(Xoí yo; z 0 ) 

và nhận a = (aũ a 2 ; a 3 ) làm vectơ chỉ phương. 

Từ phương trình (1) nếu khử t bàng cách viết : x ~ x ° = — — °- = — —— - 

a l a 2 a 3 

ta dược phương trình chính tắc của đường thẳng. 


• Đường thẳng A là giao tuyến của hai mặt phẳng (a) và (a ) lần lượt có 
phương trình : (a) : Ax + By + Cz + D = 0 

(a) : A'x + B’y + C'z + D' = 0 
M(x; y; z) 6 A <=> (x; y; z) là nghiệm hệ phương trình : 

Ax + By + Cz + D = 0 


A: 


A’x + B'y + C'z + D = 0 


với A : B : c * A’ : B’ : c. 


□ Nhận xét : Ta thấy rằng phương trình chính tắc là một dạng đặc biệt 
của phương trình tổng quát của đường thẳng. Mặt khác từ phương trình 
tham sỏ' của dường thẳng nếu ta khử tham sô' t thì được phương trình tổng 
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quát của đường thẳng. Ngược lại, ta cũng có thể biến đổi đưa dạng tổng quát 
của đường thẳng về dạng tham số. Các bài toán này sẽ được xét thông qua 
mọt số ví dụ nêu sau đáy. _ 

B. Ví DỰ 

Ví dụ 1 

-71-:-777—7-7—T-777—77—7-7— -- 77 r -— 

Lập phương trình tham sô, phương trình chính tắc và phương trình tông 

quát của đường thẳng d đi qua điểm Mq( 2; 0; -3) và nhận a = (2; -3; 1) làm 
vectơ chỉ phương. _ 

Giải 

Phương trình tham số của đường thẳng d là : 

Ịx - 2 = 2 t íx = 2 + 2 t 

M(x; y; 7.) e d <=> M 0 M = ta <=> < y - o = -3t <=> < y = -3t 

[y + 3 = t [z = -3 + t 

Phương trình chính tắc của đường thẳng d là : ——— = -7 = — 

2 “3 1 

Phương trình tổng quát của đường thẳng d là : 
í X - 2 _ _y_ 

2 ” - 3 ^ |3x- 2y -6 = 0 

x-2_z+3 ịx-2z-8 = 0 

. 2 ~ ĩ 

Chú ý : Do cách khử t khác nhau, ta dược các cách biểu thị. khác nhau 
của phương trình tổng quát là các hệ hai phương trình bậc nhất khac nhau. 

Ví dụ 2 ___ 

Lập phương trình chính tắc và tổng quát của đường thẳng A đi qua hai 

điểm A(-3; 4; 1 ) và B(2; 0 ; 5). ____ 

Giải 


E ường thẳng A đi qua điểm A(—3; 4; 1) nhận AB = (5; -4; 4) làm vect chỉ 
phuơrg nên có phương trình chính tắc là : x - ~— = = ~Ỵ~ ■ 

Phương trình tổng quát của đường thẳng A là : 

X + 3 _ y - 4 

x + 3 _ z -1 
. 5 ~r 


4x - 5y - 8 = 0 
4x - 5z - 7 = 0 


Vi dụ 3 _ 

Lập phương trình tham sô' và phương trình tổng quát cùa dường thẳng d 
đi qua điểm A(2; 0; -3) và vuông góc với mặt phẳng (a) có phươr I trinh : 
_2x + y + 5z - 4 = 0._ 
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Giải 

Đường thẳng đ đi qua điểm A(2; 0; -3) và nhận vectơ pháp tuyến 

n = (2; 1; 5) của mặt phẳng (a) làm vactơ chỉ phương (vì d -L (a)) nêm. có 
ịx = 2 + 2 t ( 1 ) 
phương trình tham sô' là : jy = t ( 2 ) 

[z = -3 + 5t (3) 

Lấy t = V, từ (2) thay vào (1) và (3) ta có phương trình tổng quát của d : 
í X = 2 + 2y íx-2y-2 = 0 

[z - -3 + 5y [hy - z - 3 = 0 

Ví dụ 4 _ t __ 

Lập phương trình tham sô' và tổng quát của đường thẳng A đi qua điểm 
M(3~ 2, - 1 ) cắt trục Ox, đồng thời vuông góc với trục Ox. _ 

Giải 

Dường thẴng A đi qua điểm M(3; 2; -1) vuông góc và cắt trục Ox tại H 
nân ta có H(3; 0; 0). Do đó A có vectơ chỉ phương là : a A = MH = (0; -2, 1). 
Vậy A có phương trình tham số là : 

[x = 3 (1) 

y = 2 - 2 t ( 2 ). 

z = -l + t (3) 

Từ Í.3) ta có t = z + 1. Thay giá trị này 
của t vào ( 1 ) và ( 2 ) ta được phương trình 
tổng quát của A là : 

ị X = 3 (x-3 = 0 

Ịy = 2 - 2 (z + 1 ) Ịy + 2 z = 0 

Ví dụ 5 _ 

Lập phương trình tham sô' của đường thẳng d đi qua điểm M(-2; 

Ị X = 1 + 5t 

a) Song song vứi dường thảng A có phương trình : jy = -2+ 2t. 

[z = -3 -1 

b) Lần lượt song song với các t rục Ox, Oy, Oz. _ 

Giải 

a) Muốn d // A phải có vectơ chủ phương a d = (5; 2; -1), đo đó d có phương 
íx = -2 + 5t 
trinh tham sô là : < y = 6 + 2 t . 

Ịz = -3 - t 
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b) Đường thẳng d đi qua điểm M(-2; 6; -3) và song song với trục Ox nên 
nhạn vectơ e, = (1; 0; 0) làm vectơ chỉ phương. Ta suy ra phương trình tham 
X = -2 + t 
y = 6 
z = -3 


số icủa d là 


• Đường thẳng d song song với trục Oy nên nhận vectơ e 2 = (0; 1; 0) làm 
vectơ chỉ phương. 

[x = -2 

Khi đó d có phương trình tham số là : < y = 6 +1 

Ịz = -3 

• Muốn d song song với trục Oz thì d phải nhận vectơ e 3 = (0; 0; 1) làm 

[x = -2 

vectơ chỉ phương, khi đó d có phương trình tham số là : j y = 6 

z = -3 + t 


Ví dụ 6 

Lập phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thẳng d : 

1 . Đi qua hai điểm A(l; 0; -3), B(3; -1; 0). 

2. Đi qua điểm M(2, 3, -5) và song song với đường thẳng A có phương 

, Í3x -y + 2z-7 = 0 
trình : { 

|x + 3y - 2z + 3 = 0 


Giải 

1 . Đường thẳng AB có vectơ chỉ phương là AB = (2; -1; 3) nên có phương 
[x+ì + ổt (1) 

trình tham sô' là : I y = -t (2) 

[z = -3 + 3t (3) 


Từ (2) ta có t - -y. Thay giầ trị này của t vào (1) và (3) ta được phương 
trình tổng quát của đường thẳng AB : 


íx = l-2y Jx + 2y-l = 0 
Ịz = -3 - 3y 0 (3y + z + 3 = 0 


2 . 


Trước hết ta cần tìm phương trình tham số của đường thẳng A cho ti ước : 
A . |3x-y + 2z-7 = 0 (4) 

|x + 3y - 2z + 3 = 0 (5) 


Đặt : X = t, từ (4) và (5), ta có : f 1 / + 1 ® 

t + 3y - 2z + 3 = 0 


(6) ì 4t + 2y - 4 = 0 

(7) J y = -2t + 2 
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Thay giá trị của y vào (6), ta c'ó : 


5 9 

3t + 2t - 2 + 2z - 7 = 0 <=> z = - ^ t + ^ . 

2 2 

Vậy phương trình tham số của đường thẳng A cho trước là : 


y = -2t + 2 

5,9 
z = - -T-1 + -r- 
2 2 


Do đó đường thẳng d // A có vectơ chỉ phương a d = Ịl; -2; —. Ta có thể 

lấy a' làm vectơ chỉ phương của d nên a' =.(2; -4; -5). 

Vậy phương trình tịham sô' của đường thẳng d là : 


ịx = 2 = 2t' 
y = 3 - 4t' o 
z = -5-5t' 


X - 2 _ y - 3 _ z + 5 


Do đó đường thẳng d có phương trình tổng quát là : 

Ị- 4(x - 2) = 2(y - 3) Í2x + y - 7 0 

Ị- 5(x - 2) = 2(z + 5) ° |5x + 2z = 0 

Chú thích : Người ta có thể tìm vecta chỉ phương a A của dường thẳng A cho 

trước bằng cách khác. Ta xem A là giao tuyến của hai mặt phăng (a) và (p) : 

(a) : 3x - y + 2z - 7 = 0 => n a = (3; -1; 2) , ^ 

(p) : X + 3y - 2z + 3 = 0 => np = (1; 3; -2). ĩ Ị \ 

Khi đó vectơ a ứ = n a A n p là vectơ chỉ I \ \ 

phương của đường thẳng A = (a) n (p). \ n ? . 

Do đó : 

í -1 2 2 3 3 -1 ì , ^ o " 

A { 3 -ị’ -2 1 1 3 J 

—► 

Ta có thể lẩy =(2; -4; -5) làm vectơ chỉ phương của A. 


Vi dụ 7 ____ 

Lập phương trình tổng quát của đường thẳng A đi qua điểm A(3; -1; -4), 

cắt trục Oy và song song với mặt phẳng : 2x + y = 0. ___ 

Giải 

Gọi (a) là mặt phẳng qua A(3; -1; -4) và song song với mặt phẵng 2x + y = 0. 
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Do đó (a) có phương trình là : 2x + y + D - 0 
A 6 (a) => 6 - 1 + D = 0 => D = -F,. 

Vậy (a) có phương trình tổng quát là 2x + V - 5 - 0 

Gọi (p) là mặt phảng qua A và chứa Oy. Do đó ([]) có hai vectơ chỉ phương 
OA = (3; -1; -4); = (0; 1; 0) 


Ta suy ra vectơ pháp tuyến n p của <p) có tọa độ là 



3 3 
0 ’ 0 


\ 

= (4; 0; 3). 

) 


A(3; -1; -4) e (P) nên phương trình tổng quát của íp) là : 


4(x - ú) + 0(y + 1) - 3(z - 4) = 0 hay 4x - 3z = 0. 

Hai mặt phẳng (a) và (P) có chung điểm A nên có giao tuyến À đi qua A, 

mặt khác A c (a) // mặt phẳng 2x + y = 0 nên A song song với mặt phẳng 

2x + y = 0. Hơn nữa A c (P) mà (P) chứa Oy nên trong mặt phẳng (P) hai 

đường thẳng A và Oy cắt nhau vì chúng không cùng phương. 

, , , ,, , , Í2x + y-5 = 0 

Vậy ta có phương trình tông quát cua A = (a) n(P) là : ị 

4x-3z = 0 


Vấn để 2 : VỊ TRÍ TƯƠNG ĐÔÌ CỦA ĐƯỜNG THĂNG VÀ MẶT PHẲNG 

A. PHƯƠNG PHÁP 

1. Giả sử đường thẳng d dược cho bởi phương trình tham sô" 

I X = x 0 + ta x 

y = y 0 + ta 2 và mặt phăng (a) được cho bởi phương trình tổng quát 

z = Zq + ta 3 

(a) : Ax + By + Cz + D = 0. 

Số giao điểm của d và (a) chính là sô' nghiệm t của phương trình : 

A(Xo + tai) -* B(y 0 - ta 2 ) + C(z« + ta 3 ) + D = 0 (1) 

• Nếu phương trình (1) vô nghiệm o àll (a). 

• Nếu phương trình (1) có 1 nghiệm tM o d cắt (a) tại điểm M có tọa độ 

íx M = x 0 + t M aj 

d n (a) = M(x m ; y M ; z M ) => <Ịy M = y 0 +t M a 2 . 

1 Z M = z 0 + tM a 3 . ■ . 

• Nếu phương trinh (1) có vô số nghiệm o d c (a). 

2. Góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (a) được suy ra từ góc giữa vectơ 
chỉ phương a d của d và vectơ pháp tuyến n u của (a): 
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Giải 

Ịx = i + t' 

1. Ta chụyển phương trình của d về dạng tham số : <y = -1 - 2t'. 

[z - 4t' 

Thay giá trị của X, y, z vào phương trình mặt phẳng (a), ta có : 
3(1 + t’) + 2(-rl - 2f) + 4t’ - 1 = 0 o 3t = 0 o t’ = 0. 

| x « =1 

Vậy d cắt (a) tại điểm M : jy M = -1 => M (1; -1; 0). 

[ Z M = 0 
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(lí 


2 . Xét phương trình : (1 + t) + 3(2 - t) + (1 + 2t) + 1 = 0 
o.t + 9=0: ( 1 ) vô nghiệm. 

Vậy d // (a). 

3. Xét phương trình : (1 + v) + (1 + 2 v) + (2 - 3v) -4 = 0 (2) 

o.v = 0 : ( 2 ) có vô số nghiệm 

Vv e R đều là nghiệm của (2). 


Vậy d e (a). 

Ví dụ 2 

Cho mặt phẳng (P) có phương trình :2x + y + z- l = 0 
và đường thảng d có phương trình : 

a) Tìm giao điểm M của d và (P). 

b) Viết phương trình đường thẳng A qua M vuông góc với d và nằm trong 

(P). _ _ 

Giải 

íx = 1 + 2t 

a) Ta có phương trình tham sô' của đường thẳng d : j y = t 

[z = -2 - 3t 


x-l_y_z+2 
2 1 -3 


Thay các giá trị của X, y, z vào phương trình của mặt phẳng (P) ta có : 
2(1 + 2t) + t +(-2 - 3t) - 1 = 0 

2t - 1 = 0 => t = ị. 

2 

X M = 2 

Vậy d cắt mặt phảng (P) tại M : - y M = ì => 2;~Ị- 1 

2 V 2 2 ) 

7 

Zm 2 


b) Gọi (a) là mặt phẳng qua M và vuông góc với đường thẳng d. Dựa vào 
phương trình tham sô' của d, ta biết d có vectơ chỉ phương v = (2; 1; - 3). 


-» / 1 7 \ 

M. ' phảng (a) nhận v làm vectơ pháp tuyến và (a) qua M 2;^;-^ nên có 

■ V 2 2) 


ph 'ng trình : 2(x - 2) + 1 y - t =0 

V 2 ) V 2 ) 


o 4x + 2y - 6z - 26 = 0. 

Vậy mặt phẳng (a) có phương trình : 2x + y - 3z - 13 = 0 
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Đường thẳng A là giao tuyến của mặt phẳng (a) và mặt phẳng (P> nên có 

__" Í2x + y-3z-13 = 0 (á) 

phương trình : A : ■( 

[2x + y + z -1 = 0 (3) 

Đường thảng A nằm trong (a) mà (a) 1 d nên Aid. 

Mật khác vi A = (a) n (P) nên A c (P). 

Ví dụ 3 


X-2 y + 2 1 

Cho đường thẳng d có phương trình : ——- = J = 2-1 và mặt phảng (a) 

3 4 

có phương trình : X + 2y + 3z - 15 = 0. 

a) Tìm giao điểm của d cắt (a). 

b) Viết phương trình hình chiếu vuông góc d' của d trên mặt phảng (a). 


Giải 

Ịx = 2 + 3t 

a) Đường thẳng d có phương trình tham số là : 1 y - -2 + 4t. 


Thay các giá trị của X, y, z vào phương trình mặt phẳng (a) ta có : 
(2 + 3t) + 2(-2 + 4t) + 3(1 + t) - 15 = 0 
14t - 14 = 0 => t = 1 

f x M =5 


Gọi M = d n (a). Ta co M : <y M = 2 => M(5; 2; 2). 

l z M = 2 

b) Mặt phẳng (d, d') nhận vectơ pháp tuyến 

n a = (1; 2; 3) của mặt phảng (ot) và vectơ chỉ / 

phương a d = (3; 4; 1) của đường thẳng d làm /C 
'cặp vectơ chỉ phương. ' 

Gọi n làm vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (d, d ). 

Ta có : f f ^Ịì = (-10; 8; -2) 

[4 1’1 3 3 4|J 




'Zjl- 

-■/ 


= (-10; 8; -2) 


Chọn n = (5; -4; 1) cùng phương với n làm vẹctơ pháp tuyến củạ mặt 
phẳng (d, d’). Ta có phương trình của mặt phẳng (d; d’) là : 

5(x - 5) - 4(y - 2) + l(z - 2) = Ọ <=> 5x - 4y + z - 19 = 0. 

* Ta suy ra hình chiếu d' của d trêu (a) có phương trình là : 

Í5x-4yrz 19-0 
1 x + 2y - 3z -15 = 0 
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Chú thích : Có thể chuyển phương trình của d thành phương trình tổng 
quát như sau : 

Í4(x - 2) = 3(y +2) Í4x - 3y - 14 = 0 

|(x - 2) = 3(z - 1) [x-3z + l = 0 

Phương trình mặt phảng (d., d') là một phương trình mặt phảng thuộc 
chùm mặt phảng có dang : m(4x - 3y - 14) + n(x - 3z + 1) = 0. 

Ta cẩn xác định m và n sao cho vectơ pháp tuyến của mặt phảng (d, d') 

vuông góc với n a . Sau đó ta lập được phương trình đường thẳng d' cần tìm. 


Ví dụ 4 

Cho đường thẳng d và mặt phẳng (a) lần lượt có phương trình : 

(d) : ^ - = z ~ 1 ; (a) : x+ y - 2z + 7 = 0. 

2 13 

Lập^phương trình đường thẳng d' là hình chiếu của đường thẳng d trên 
mặt phằng (ạ). __ 

Giải 

Gọi (p) là mặt phẳng chứa d và d'. Mặt phăng này vuông góc với mặt 
phảng (a). Mặt phẳng (P) có cặp vectơ chỉ phương gồm vectơ chỉ phương a d 
của đường thẳng d và vectơ pháp tuyến n a của mặt phẳng (a). 


Ta có : a d = (2; 1 ; 3) 
n u = ( 1 ; 1 ; - 2 ). 

Từ đó ta tìm được vectơ pháp tuyến của 
mặt phảng (P) là : 


1 3 

1 -21 


3 2 

- 2 11 


= (- 5; 7; 1) 



Phương trình của (P) có dạng : -5x + 7y + z + D = 0. 

Từ phương trình chính tắc của d, ta tìm được điểm M(0;1; 1 ) e d 
Do đó M e (P). Thay tọa độ của M vào (1) ta có : 

-5.0 + 7.1 + l + D = 0=>D = -8 

Vậy phương trình của (P) là : -5x + 7y + z- 8 = 0 hay 5x - 7y - z + tì = 0. 
Ta có : d' = (a) n (P). 

Vậy phương trình của đường thẳng đ', hình chiếu vuông góc của đường 
thẳng d trên mặt phẳng (a) là : 

Í5x -7y-z + 8 = 0 
[x + y-2z + 7= 0 
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Chú thích : Có thể lập phương trình tổng quát của mật phẳng (p) như 
sau : 


Mặt phẫng (p) có vectơ pháp tuyến njj = (-5; 7; 1) và đi qua điểm M(0; 1; 1) 
nên có phương trình là : 

-5(x - 0) + 7(y - 1) + l(z - 1) = 0 -5x + 7y + z - 8 = 0. 

Vẩ dụ 5 __ 

Cho đường thẳng d và mặt phẳng (P) lần lượt có phương trình là : 
íx = 2-1 

d : j y = 5 (P) : y - z + 2 = 0. 

(z = 1 +1 

a) Qua giao điểm M của d và (P), hãy ỉập phương trình tham sp và tổng 
quát của đường thẳng A vuông góc với (P). 

b) Tính góc giữa đường thẳng d và (P). Viết phướng trình tổng quát của 

đường thẳng m di qua M vuông góc với d và nàm trong (P). _ 

Giải 

a) Gọi M = d n (P). 

Ta có : 5 - (1 + t) + 2 = 0 
6-t = 0=>t = 6 
Tọa đột giao điểm M là : 

Í X M = -4 

M y M =5 =» M(-4; 5; 

k =7 

Đường thẳng A nhận vectơ pháp tuyến n p = (0; 1; -1) làm vectơ chỉ 

Ịx = -4 

phương nên có phương trình tham số là : A : ■! y = 5 +1. 

[z = 7 -1 



^ f X 4 — 0 

, o v-_ „■ 

y + z = 12 [y + z -12 = 0 

b) Ta có : a d = (-1;D; 1) là vectơ chỉ phương của đường thẳng d 

ũp = (0; 1; -1) là vettơ pháp tuyến của mặt phảng <P) 


sin(đTP) = 


cos(a d ,n ) = 


1 - 1 . 0 + 0 . 1 + 1 ,(- 1)1 _ 1 

Vĩ+0+ĩ. VỐ +1 + 1 2 



sm(d,P) = |. Vậy(d.P) = ^ = 30°. 
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Gọi (P) là mặt phăng qua M nhận a d = (-1; 0; 1) làm vectơ pháp tuyến. 
Ta có phương trình tống quát của (P) là : 

-l(x + 4) + 0(y - 5) + 1(3 - 7) = 0 o -X + z - 1Ị = 0. 


Vậy m = (P) n (P) có phương trình tổng quát là : 


X - z + 11 = 0 
y - z + 2 = 0 


Vấn dề 3 : Vị TRÍ TƯƠNG ĐÔI CỦA HAI ĐƯỜNG THẲNG 

A. PHƯƠNG PHÁP 


—► 

1. Cho dường thẳng a đi qua điểm M, có vectơ chỉ phương a = (a t ; a 2 ỉ a 3 ) và 
đường thẳng b đi qua điểm N có vectơ chỉ phương b = (bi; b 2 ; b 3 ). 

• a -L b o aibi + a 2 b 2 + a 3 b 3 = 0 . 

• a cùng phương với bo a = k b với ke R 

a // b o ] a = kb 

Ịanb = 0 

• a chéo bo a ; b , MN không đồng phẳng. 

Ịa; b; MN đồng phẳng 


• a cẩt b o 


• a s b o 


a * kb với k e R 


a = k^MN 


2. Xét mặt phẳng (à) chứa a-và (a) cùng phương với b : 

• a và b đồng phẳng o điểm N e (a). 

• a và b chéo nhau o điểm N e (cc). 

3. Góc giữa hai đường thảng a và b : 

V a i 2 + a 2 2 + a 3 2 Ạ* + b 2 2 + b 3 2 

4. Cách tìm giao điểm của hai đường thẳng a và b : 

• Nếu a và b đều có dạng tham số. Giả sử : 

f x = x 0 +tai |x * xỏ + thi 
y = y 0 +ta 2 b:jy = yi + th 2 . 

z = z 0 + ta 3 1 z ẹ Zq + thg 
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1 X 0 + ta! = xỏ + tTtíỊ 

y 0 + ta 2 = yó + t'b 2 . 
z 0 + ta 3 = z'o + tTa 3 

Giả sử tM và t’ M là nghiệm duy nhất (nếu có), ta thay ÍM hoặc t’ M vào 
phương trình tham số của a hoặc b ta tìm được giao điểm M của hai đường 
thăng a, b. 

• Nếu phương trình của a có dạng tham số phương trình của b có dạng 
tổng quát, ta thực hiện : 

Thay các giá trị X, y, z từ phương trình tham số vào phương trình tổng 
quát ta được hệ hai phương trình chứa t. Nếu hai giá trị của t bằng nhau thì 
hai đường thẳng a, b cắt nhau. 

Thay giá trị đó của t vào phương trình tham số ta sẽ tìm được tọa độ 
giao điểm. 

• Nếu cả hai phương trình đều có dạng tổng quát thì ta giải hệ 4 phương 
trình 3 ẩn X, y, z hoặc tham số hoá các phương trình đó và giải như ở phần 
trên. 


B. VÍ DỤ 
Ví dụ 1 



1 . 


Giả sử Mo(xo; yoi Zo) là giao điểiTi của a và b, nghĩa là Mo = a n b, do đó : 
|-3 + 2t = 5 + t' Í2t - t' - 8 = 0 

I -2 + 3t = -1 - 4t' <=> j 3t + 4t' - 1 = 0 

[6 + 4t = 20+'t' ' [4t - t' -14 = 0 

í Q h = 8 

» r, = = 3 _ 2 => yo = 7 ^ Mo (3; 7; 18). 

1 1*0=18 


Vậy a cắt b.tại điểm. M 0 (3; 7; 18). 
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2 . Giả sử Mo(x 0 ; y 0 ; z 0 ) là giao diểm của a và b, ta có : 

í-1 + t = 1 + 2t' [t - 2t' - 2 = 0 
Ì2t = 7 + t' o <2t -1' - 7 = 0 
ị 2 - t = 3 + 4t' Ị-t - 4t' - 1 = 0 

Hệ phương trình trên vô nghiệm, nghĩa là a và b không có điểm chung. 
Đường thẳng a có vectơ chỉ phương v a = (1; 2; -1) và đường thẳng b có vectơ 
chỉ phương v b = (2; 1; 4). Ta có : (1 : 2 : - 1 ) * (2 : 1 : 4) 

Như vậy v a và v h không cùng phương nên a và b chéo nhau. 

3. Ta nhận thấy hai đường thẳng a và b có các vecto chỉ phương v a = ( 1 ; 1 ; - 1 ) 

và v b = (2; 2; -2) cùng phương. Xét điểm M(l; 2; 3) e đường thẳng a; ta thấy 
|ì = 2 + 2 t' [ 2 t' = -l 

M không thuộc b vì < 2 = -1 + 2t o ị 2t' = 3 là vô lý. 

Ị3 = 2 - 2 t [ 2 t' = -1 

Vậy a // b. 

Ví dụ 2 


Tìm tọa độ giao điểm của hai đường thẳng dj và d 2 : 


2 x + y + 1 = 0 (1) 

X - y + z -1 = 0 (2) 


3x + y - z + 3 = 0 (3) 
2x - y + 1 = 0 (4) 


Ta giải hệ bô'n phương trình (1), (2), (3) và (4). 


jx-y + z- l = 0 (2) 

ư |3x + y- z + 3 = 0 (3) 


ta có 4x = -2 => X = - 4- 


1 3 
Thay X = - 4 vào(l)tacóz = ^ . 

2 2 

Như vậy là từ 3 phương trình (1), (2), (3) của hệ, giải ra ta có nghiệm là 
1 3, 

X = - —, y = 0, z = ^. Thay các giá trị này vào (4) ta thấy phương trình (4) 
nghiệm với các giá trị đó. Thực vậy : 

2x-y + 1 = 2 - 0 + 1 = 0 . 

Như vậy 2 đường thẳng di và d 2 cắt nhau tại điểm M có tọa độ là : 

M (-2 l0 4 
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Ví dụ 3 

Xét vị trí tương đôi của hai đường thẳng a, b sau dây : 


a: (y = 2 - 2t ; b : 


3x + 2y -10 = 0 
z - 4 = 0 


Thay các giá trị của X, y, z từ phương trình của a vào phương trình của b 
ta có : 

[3(1 + 2t) + 2(2-2t)~ 10 = 0 f2t - 3 = 0 


Vậy hệ phương trình trên vô nghiệm, nghĩa là a và b không có điểm 
chung. 

Đường thẳng a có vectơ chỉ phương a' = (2; -2; 0). 

Đường thẳng b có vectơ chỉ phương b', dựa vào các vectơ pháp tuyến của 
hai mặt phăng cắt nhau có giao tuyến b, ta có : 

( 3 2 0 ì -» ÍI2 01 lo 31 13 2fị _ . 


0 11 0 0 0 


= (2; -3: 0). 


Ta nhận thấy a' và b' không cùng phương vì (2 : -2 : 0) * (2 : -3 : 0). 

Vậy hai đường thẳng a và b chéo nhau vì chúng không có điểm chung và 
không cùng phương. 

Ví dụ 4 


Lập phương trình tổng quát của đường thẳng A đi qua điểm M(0; 1; 1) 
vuông góc với đường thẳng di : X - ~ - = y *-- • = z và cắt đường thẳng 

íx + y-z + 2 = 0 
2 ■ 1X + 1 = 0 


Trước hết ta lập phương trình mặt phẳng 
(a) đi qua điểm M(0; 1; 1) và vuông góc với dj 
Đường thẳng di có vectơ chỉ phương : 

V = (3; 1; IX 

Từ đó suy ra mặt phẳng (o) có phương trình : 
3(x - 0) + 1 (y - 1) + l.(z - 1) = 0 
«3x + y + z- 2 = 0. 
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—♦ —> 

ì. Gọi v a và v b lần lượt là các vectơ chỉ phương của a và b. 
Ta có : v* a = (1; - yÍ2 ;1) ; v* b = (1; V 2 ;-l). 

_, — , ...í.rTPìl 11 - 2-11 1 

Ta suy ra : cos (a, b) = cos v. ,v b = ; — . .— ;_ — = — 

[ J VĨ72 + 1./1 + 2 + 1 2 


Vậy (a, b) = ^ = 60°. 


2. Gọi v a và v b lần lượt là các vectơ chỉ phương của a và b. 
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Ta có v a = ( 1 ; -1; V 2 ). 

Vectợ v b được tính như sau : 

fl -1 0) - f -1 01 I 0 11 -l) ~ 

ụĩ 0-lJ ^ Vb= [ 0 -l| ; |-l^ ; V2 0 J = ^ 

.ri _ 11-1+21 1 

I M v / i+i+2.v/ĩrrr2 2 

Vậy (aTb) = 60°. 

3 

Ví dụ 6 ' 


Lập phương trình của đường thẳng đi qua điểm M(-4; 5; 3) và cắt đường 
thẳng dj và d 2 lần lượt có phương trình là : 

d Í2x + 3y + ll = 0 d X - 2 y -1 _ Z-1 
1 1X + 3z-5 = 0 ’ 2 ' 2 3 -5 


Gọi (a) lồ mặt phẳng xác định bởi di và M. Mặt phẳng (a) thuộc chùm 
mặt phảng có phương trình : m(2x + 3y + 11) +. n(x + 3z - 5) = 0 
M(-4; 5; 3) 6 (a) nên ta có : m(- 8 + 15 + 11) + n (-4 + 9 - 5) = 0 
. o 18m = 0 o m = 0 , ta chọn n = 1 

Vậy mặt phẳng (a) có phương trình là : X + 3z - 5 = 0. d Ị 

Bây giờ ta cần tìm giao điểm N của (a) với d 2 . / 

Ta có phương trình tham số của đường / \dj / / 

í X = 2 + 2t / Nv N / / 

thẳng d 2 là : |y = -l + 3t / *M ■/^ỉ 

[z=l-5t ^-—- — 

Thay các giá trị của X, y, z vào phương trình (a) ta có : ' 

(2 + 2t) + 3(1 - 6t) - 5 = 0 o -13t = 0 o t = 0 
Điểm N = (a) n d 2 có tọa độ là : N(2; -1; 1) 

Ta có MN = (6; -6; 2). Đường thẳng MN có phương trình chính tắc là : 
3-3 1 


Đường thẳng di có vectơ chỉ phương V = í 


13 

°|.Ị° 

2j 12 3f 


3 3 

1 ; 1 o[ 


= (9; - 6 ; -3). 


Hai dường thẳng MN vá di đồng phăng .và không cùng phương nẻn cắt 
nhau. Như vậy đường thẳng MN đi qua M cắt d] và d 2 . 


176 





Chú thích : Ta có thể lập phương trinh mặt phẳng (p) xác định hởi d -2 và 


M. Mặt phảng <Ị)') đi qua điểm A(2; -ỉ; ĩ) và M nên nhận AM = (~6; 6; 2) và 
V = (2; 3; -5) làm cặp ucctơ chỉ phương. 


Ta tìm vecto rip = ^AM A V = í 
2 V 


-3 3 

2 31 


(-9; -11; -15). 


Ta lập phương trình mặt phúng (p) : -9(x - 2) - 1 Ky + ĩ) - 15(z - 1) - 0 

« 9x + lly + 15z - 22 = 0 

Ta có MN - (a) n 1 (P). Do đó đường thẳng cần tìm có phương trình là : 
íx+3z-5 = 0 
Ì9x +1 ly + 15z -22 = 0 


Vấn để 4 : KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐlẩM ĐÊN một đường PHẢNG 
KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG chéo nhau 

A. PHƯƠNG-PHẤP 

• Khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng A. 

- Viế: phương trình tổng quát cùa mặt phẳng (a) đi qua M và vuôi.góc với A. 

- Tìm tọa độ giao điếm H : (a) o i. 

- d(M, A)= IMHI. 

Cách khúc : Giả sử đường thẳng A đi qua điểm 
M|) và có a là vectơ chỉ phương. ỷ 

- Tìm diện tích s = I M 0 M A a I . / ấ I 

rrĩ. s I M 0 M A a I A 

- d(M, A) = MH = —2- = -Mo 

I a I I a I ! 

• Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b. I 

- Lập phương trình mặt phăng (ơ) chứa a và song song b. 

- Lấ) một điểm M nào đó trên b (M có tọa độ thỏa măn phương trình cùa b) I 

- Tính d(a, b) = d(M, (ạ)). _____ ị 

B. VÍ DỤ 

Ví dụ 1 ... .. 

Cho hii đường thẳng d! và d 2 lần lượt có phương trình 
í X = 1 + 2t 

di : \ y = 7 + t d 2 : X + 1 = ■ ; 

z = 3 + 4t 2 Ị 

í 

Chứng tỏ di và dv chéo nhau. Tính khoảng cách giừa chúng. ị 




Giải 


Đường thẳng CỈỊ đi qua điểm A(l; 7; 3) và có vectơ chỉ phương Vj = (2; 1; 4) 
Đường thẳng d 2 đi qua điểm B(-l; 2; 2) và có vectơ chỉ phương V 2 = (1; 2; -1) 
Muốn chứng minh d], d 2 chéo nhau ta chứng minh ba vectơ Ị Vj , v 2 , /,b| 

không đồng phẳng. Ta có AB = (-2; -5; -1) 
và V, A v 2 = ị 


1 4 

2 -1 


4 2 

-1 1 


2 1 
1 2 


ì 

= (-9; 6; 3) = n a 

/ 


( Vj A vỊ ). AB = 18 - 30 - 3 = -15 * 0. 

Vậy di và d 2 chéo nhau. 

Gọi (a) là mặt phăng đi qua điểm B chứa d 2 và song song với dj. Ta lấy 
ný = (3; -2; -1) cùng phương với n a làm vectơ pháp tuyến cùa (a). Ta có 
phương trình của (a) là : 

3(x + 1) - 2(y - 2) - l(z - 2) = 0 o 3x - 2y -z + 9 = 0. 

u ^,^13.1-2.7-3 + 91 5 5/14 

v'9 + 4 + 1 V14 14 

Ví dụ L 


Tím khoảng cách từ điểm M(l; -1; 1) đến đường thẳng A có phương 


trình 


\ - 2 _ y z - 1 


Giải 

Đuờng thẳng A đi qua điểm A(2; 0; 1) và nhận vectơ a = (1; 3; 1) làm 
vectơ chỉ phương. 

Ta tính tích có hướng : 

AM A a với AM = (-1; -1; 0) 

IaM a aị 


d(M, A) = 


AM A a = 


I a I 
-1 0 
3 1 


; trong đó : 


0 -1 
1 1 

v/l + 1 + 4 


-1 -11 

1 3 



Do đó d(M, A) = 444 = . 

Vl + 9 + 1 V11 
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Cách khác : Gọi (a) là mặt phăng đi qua M(l; -1; 1) và vuông góc với A 
nên (a) nhận a làm vectơ pháp tuyến. Do đó mặt phẳng (a) có phương trình 


l.íx - 1) + 3(y + 10 + l.(z -l) = 0ox + 3y + z + l= 0 (a) 
Ta chuyển phương trình đường thẳng A sang dạng tham số : 



Vậy 


MH 


49 + 1 + 16 


121 


= , 77 => d(M, A) = 


JỊ 

V11 


Vấn để 5 : ĐƯỜNG VUÔNG GÓC CHUNG CỦA HAI ĐƯỜNG TKÃNG CHÉO NHAU 

A. PHƯƠNG PHÁP 

• Muốn chứng minh hai dường thẳng a, b chéo nhau ta cần thực hiện các 
bước : 

- Chứng minh a nb * 0. 

- Tìm các vectơ chỉ phương của mỗi đường và chứng minh hai vectơ đó 
khỏng cùng phương. 

• Giả sử đường thẳng a đi qua điểm A và có vectơ chỉ phương a , đường 

thẳng b đi qua điểm B và có vectơ chỉ phương b . Muốn chứng minh a, b 
chéơ nhau ta cần chứng minh : 

- Ba vectơ a , b , AB không đồng phăng : 

(a A b). AB * 0 nghĩa là chứng minh vectơ a A b không vuông gf với 
vectơ AB . 

- Hoặc không tồn tại hệ thức AB = m a + n b 
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• Để lập phương trình đường vuông góc chung A của hai đường thẳng clnéo 
nhau a và b, ta cần thực hiện các bước : 

- Tìm vectơ chĩ phương a cùa đường thẳng a và vectơ chỉ phương b <của 
đường thẳng b, rồi tìm vectơ n = a A b có tính châ't n J_ a và n -L b . 

- Lập phương trình của hai mặt phăng (a) và (P) : 

(a) chứa a và cùng phương với n 
(nhận a , n làm cặp vectơ chỉ phương). a,,3^"”"""-""”" 


(p) chứa b và cùng phương với n - 

(nhận b , n làm cặp vectơ chỉ phương). b _ £ 

- Lập phương trình của A = (a) n (P). B~* _ 

Chú thích : Muốn lập phương trình đường 

vuông góc chung A của hai đường thẳng chéo nhau a vàb ta còn có thể thực 
hiện theo các bước sau đây : 

• Cách 1 : 

- Tìm vectơ chỉ phương n của đường vuông góc chung thỏa man điều 
kiện II1 a và n 1 b . 

- Lập phương trình mặt phảng (p) chứa b và cùng phương với n (nhận 
b và n làm cặp vectơ chỉ phương). 


- Tim giao điểm A = a n (p). 1 

- Lập phương trình đường thẳng đi qua điểm A nhận n làm vectơ chỉ 
phương : Đó là đường vuông góc chung cùa a và b. 

• Cách 2 : 

- Chuyển phương trình của a và b về dạng tham số. Giả sử a và b có 
phương trình : 

fx = x 0 + taj 

(a) : = y 0 + ta 2 (b) : 

|z = z 0 + ta 3 

Như vậy có nghĩa là đường thẳng a đi qua điểm M 0 (x 0 ; y 0 ; Zn) có vectơ chỉ 
phương a = (ai; a 2 ; a 3 ) và đường thẳng b đi qua điểm Mj(xi; y 1 ; Zi) có vectơ 
chỉ phương b = (bi; b 2 ; b 3 ). 

Bây giờ trên đường thẳng a ta lấy một điểm A bất kỳ có toa độ là 
(x 0 + ta!; y 0 + ta 2 ; Zo + ta 3 ) và trên đường thẳng b ta lấy một điểm 3 bất kỳ 
có tọa độ là (Xi + t' biĩ yi + t'b 2 ; ZỊ + t'b 3 ). KM (|6 ta cổ : _ * 


I X = Xj + th| 

y = Yi +th 2 

z = Zj + thg 
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AB = (Xj + t’b] - Xo - tai; y + t b 2 - y 0 -ta.; 2 | + t'b 3 - z 0 - ta 3 ). 

Muốn đường thẳng AB là đười.g thẳng vuóng góc chung của a và b ta cần 

I AB.a = 0 
có : < 

|ÃB.b’=0 

Ta được một hệ hai phương trìn.h chứa các ẩn là t và t\ Giải hệ phương 
trình này ta tính được giá trị t = -.0 wà t' - t'y. 

Thay giá trị t = t 0 vào phương trình tham số của đường thẳng a, ta tính 
được tọa độ giao điểm A = a n A và thay tọa độ t' = t'o vào phương trình 

tham sô của đường thẳng b ta tính được tọa độ giao điểm B = b n A. 

- Viết phương trình đường thắng qua hai điểm A, B ta được phương 
trình của đường vuông góc chung A. Ta có thế chỉ cần tìm một trong hai 

diểm A, B rồi viết phương trình tham sỏ của À qua điểm đó và nhận n làm 
vectơ chỉ phương. Lập phươiặg trình bằng cách này ta tính luôn được khoảng 

c ách của hai dường tháng a, b chéo nhau. Ta có d(a, b) = I AB I. _ 

B. vi Dự 

Ví dụ 1_ 1 

Cho hai đường thẳng (a) và (b) lần lượt có phương trình : 

Ịx = -l + 3t 

, , X - 2 y +1 z 

a) : —-— = 2—— = ~; (b) : ị y = 2 f 2t 

3-22 

z 1 

a> Chứng tỏ rằng a và b chéo nhau. 
b> Tính khoảng cách giữa a và b 

c) Lập phương tr ìn h dường v ụông^gỏc c hung cha a và b. __ 

Giải 

a) Đường thẳng a đi qua điểm A(2; -1; 0) và có vectư chỉ phương a = (3; -2; 2). 

Đườhg thẳng b di qua điểm B(-l; 2; 1) và có vectơ chỉ phương b = (3; 2; 0). 
Ta nhận thấy a và b không cùng phương vì 3 ; -2 : 2 * 3 : 2 : 0. 

Mặt khác ta có AB = (-3; 3; 1). 

Ta hãy xét : (a A b). AB 


a A b = 


!l ;! 2 Ái 3 

oi' ịo sỊ' |3 


2 'ì 

= (-4; 6; 12) 


(a A b). AB = 12 + 18 + 12 = 42 * 0. Vậy ba vectơ a*, b , AB không đồng 
phẳrug và ta suy ra hai đường thẳng a, b chéo nhau. 




b) Ta lập phương trình mặt phảng (a) chứa a và song song với b. 

Mặt phảng này đi qua điểm A(2; -1; 0) và nhận a = (3; -2; 2), b = (3; 2; 0) 
làm cặp vectơ chỉ phương, nên nhận a A b = (-4; 6; 12) làm vectơ pháp tuyến 

n . Ta chọn vectơ n' = (2; -3; -6) cùng phương với n làm vectơ pháp tuyến 
của mặt phăng (a) và có phương trình của (ơ) là : 

2(x - 2) - 3 (y + 1) - 6 (z - 0) = 0 <=> 2x - 3y - 6z - 7 = 0. 

Ta có d(a, b) = d(B, (a)). 

Khoảng cách từ điếm B(-l; 2; 1) trên B tới mặt phẳng (a) nói trên là : 


d(B; (a)) = 


2.(-l)-3.2-6.1-71 _ 21 

VĨTgTiẽ ” V49 


= 3. 


c) Vectơ n' = (2; -3; -6) là vectơ chỉ phương của đường thẳng vuông góc 
chung vì n' 1 a và n' 1 b . 


Gọi (P) là mặt phăng đi qua điểm A(2; -1; 0) và hai vectơ a = (3; -2; 2) và 

n' = (2; -3; -6) làm cặp vectơ chỉ phương. Do dó ta có phương trình tổng quát 
của (P) là : 


Ị - 2 

-3 


2 

-6 


(X -2) + 


3 

2 (y + 1) + 


3 

2 


2 , 

„ (z - 0) = 0 
3 


<=> 18x + 22y - 5z - 14 = 0 

Gọi (Q) là mặt phăng đi qua điểm B(-l; 2; 1) và nhận hai vectứ b = (3; 2; 0), 


n' = (2; 3; -6) làm cặp vectơ chỉ phương. Do dó ta có phương trình tổng quát 
của(Q) là : 


2 

-3 


.0 , 

"(x + l) + 
6 


0 

-6 


.31 

2 (y - 2) + 


3 

2 


2 . 

;(Z-1).0. 


<=> -12x + 18y + 13z + 35 = 0 

Vậy đường vuông góc chung A của hai đường thẳng chéo nhau a và b là : 
118x + 22y - 5z -14 = 0 
ịl2x - 18y - 13z - 35 = 0 


Ví dụ 2 


Lập phương trình đường vuông góc chung rủã hai đường thẳng 
ịx + 3y-5 = 0 fx-2y -3 = 0 

[2x - z -1 = 0 ’ ( : 12x + z = 0 


(a) : 


Giải 


Gọi a là vẹ^tơ chỉ phương của đường thẳng a, ta có : 
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3 0 

0 - 1 ' 


0 11 
-1 2: 


1' •> 
\2 0 


(-3; 1; -6) 


b là vectơ chỉ phương của đường thảng b, ta có 


-2 0 

0 1 


0 1 
1 2! 


1 -2Ị 

2 0 


= (-2; -1; 4) 


Ta lây điểm A(2; 1; 3) e a và B (3; 0; -6) e b 

Gọi n là vectơ chỉ phương cùa đường vuông góc chung của a và b, ta có 
n 1 a , n _L b . 


Do đó 


1 -6 
-1 . 4 


-6 -3 
4 -2 


-3 1 

-2 -r 


( 2; 24; 5). 


• Gọi (a) là mặt phẳng chứa a và cùng phương với n . Gọi I 1 U là vectơ pháp 
tuyến của (a) ta có : 


1 -6 
24 5 


-6 -3 
5 -2 


-3 1 

-2 24 


(149; 27; -70). 


Phương trình của mặt phẳng (a) có dạng : 

149(x - 2) + 27(y - 1) - 70(z - 3) = 0 
<=> 149x + 27y - 70z - 115 = 0 (a) 

• Gọi (P> là mặt phảng chứa b và cùng phương với n . Gọi n p là vectơ pháp 
tuyên của (p), ta có : 


-1 4 
24 5 


-2 

-2 


-2 - 1 | 
-2 24 


= (-101; 2; -50). 


Phương trình cùa mặt phăng (p) có dạng : 

-101(x - 3) + 2(y - 0) - 50 (z + 6) = 0 
o -lOlx + 2y - 50z + 3 = 0 (P) 

Ta có A = (a) n (p) nên phương trình của đường thẳng vuông góc chung 


là : 


Ví dụ 3 


A : 


Í149x + 27y - 70z - 115 = 0 
ỊlOlx - 2y + 50z -3=0 


Cho hai đường thẳng m, n chéo nhau có phương trình : 

íx = 1 Ịx = -3m 

(m) : Ị y = -4 + 2t; (n) : I y = 3 + 2m. 

z = 3 + t z = -2 
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a) Tìm các giao điểm M, N của đường thắng vuông góc chung A với các 
đường thẳng n, m. 

b) Tính khoáng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau m và n. 

c) Viết phương trình tham sô' và phưưng trinh tổng quát của đường thắng 

vu ông g óc chung A của hai đường thắng m v à n .___ 

Giải 


a) Đường thang m có vectơ chỉ phương m = (0; 2; 1). 

Đường thảng n có vectơ chỉ phương n = (-3; 2; 1). 
Trên đưừng tháng m, ta lấy điểm M có tọa độ 
(1; -4 + 2t; 3 + tj và trêu đường thảng n, ta lấy 
điểm N có tọa độ : (-3u; 3 + 2u; -2). 

Ta có : MN = (-3u - 1; 2u - 2t + 7; -t - 5). 

Muốn cho MN là đường vuông góc chung thì ta cần có 

[ —> -» 

|MN.m = 0 í2(2u-2t + 7)-t-5 = 0 

~*T ^ -3(-3u - 1) + 2(2u - 2t + 7) = 0 

[MN.n ■= 0 '■ 



|4u + 5t + 9 = 0 íu .= -1 
^ Ịl3u - 4t = 17 = 0 |t = 1 


Thay t = 1 váo phương trình cua đường thẳng m, ta tính dược tọa độ giao 
điểm M là (1; -2. 4) và thay u = -1 vao phương trình của dường thảng n ta 
tính dược tọa độ cứa giao điếm N là (3; 1; -2) 


b) Ta có : đ(m, n) = 



/ới MN = (2; 3; -6) 


Nên 


|mn| 


= V4 + 9 + 36 = /. 


c) Đường tháng vuông góc chung MN đi qua điểm M(l; -2; 4) và nhận 
MN - (2; 3; -6) làm VOC’ ơ chỉ phương nen có phương trình tham 30 là : 


j X = 1 + 2v 

(1) 

j y = -2 - 3v 

v2) 

Ị 2 = 4 - 6v 

(3) 


Từ (1) ta có V = 


x_2l 

2 


. Thay giá trị này của V vào (2) và (.3) rồi rút gọn ta 


được phương trình tổng quát cùa đường vuông góc chung là : 

[3x-2y-7 = 0 
I ừx 1-2-7 - 0 
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C. CÁC BÀI TOÁN ÔN TẬP 

Bài 1 

Trong hệ tọa độ trực chuẩn cho ho mật phảng (P m cô phương trinh : 

2x + y + z- l + rn(x + y + 'L + 1) = 0, rn là tham sô. 
aj Chứng minh rằng với moi rn. mật phắng (P m ) luôn luôn đi qua một 
đường thẳng (d) cố định. 

b) Tìm m đẽ mặt phẳng (P,„) vuòug goc với mặt. phăng (P 0 ) có 'phương 
trình : 2x + y + z = 0. 

Tính khoảng cách từ gốc tọa độ đên đường thẳng (d). 

___(ĐẾ Tllĩ DẠI HỌC _EÁCH KHOA HẢ NỘI NÁM 1995) 

Giải 

a) Các mặt phẳng (P m ) thuộc chùm mặt phẳng xác dịnh bởi hai mặt phăng 

Í2x + y + z- l- 0 
có phương trình : ( 

[x + y + z+ l = 0 

Đây chính là phương trình đường thẳng (d) cố định cần tìm vì hai mặt 
phăng này luôn luôn cắt nhau (vì 2 : 1 : 1 * 1 : 1 : 1). 

bj Gọi n m và n 0 lần lượt là các vectơ pháp tuyến cua (P m ) và (p,)>. Ta cộ : 
íp m ) 1 CPo) o n m 1 no w 11 *, nỏ - 0. 

Phương trình của (P m ) có dạng : (2 + mix + (1 + m)y + (1 + m)z - 1+ m 0. 
Do đó : n m = (2 + m; 1 + m; 1+ m), u„ = (2; 1; 1). 

-<• 3 

n m .n 0 = 2(2 + m) + (1 + m) + (1 + m) = -Im t- 6 = 0 o m = - " . 
Muốn (p m ) _L (Po) cần chọn m = . 


Vectơ chỉ phương của dường thảng d là (ì . Ta ró 


d = 


1 1 
1 li 


l 2 

1 l! 


2 lỊ 

1 ll 


( 0 ; - 1 ; 1 ). 


Gọi (a) là mặt phảng đi qua gốc tọa độ và vtiòng góc với đường thang d. 

Mạt phảng (a) nhận d làm vectơ pháp tuyên nén có phương trình là -y + z = 0 
Gọi H = (a) d. Tọa dộ của H la nghiệm hệ phương trình 



X = 2 

3 - r r 3 3 'Ị 

y = -f 

3 
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Do đó, khoảng cách từ gôc tọa độ đến đường thẳng (d) là : 

' V34 


OH I = ,4 + 


Bài 2 

Trong không gian với hệ tọa độ Đề-các vuông góc Oxyz, cho hai đường 

íx = 2t + 1 

thẳng với phương trình tham số : (d 1 ) : <y = t + 2 ; (d 2 ) : 

[z = 3t - 3 

a) Chứng tỏ rằng (dị) và (d 2 ) là hai đường thẳng chéo nhau. 

b) Tính khoảng cách giữa (d[) và (d 2 ). 

__ (DẾ THI DẠI HỌC QUỐC GIA HẢ NỘI NAM 1994) 

Giải 

a) Ta có vectơ chỉ phương của đường thẳng (di) là aj = (2; 1; 3) và vectơ chỉ 
phương của đường thẳng (đ 2 ) là a 2 = (2; 1; 3). 


X = s + 2 
y = 2s - 3 
z = 3s + 1 


Ta nhận thấy aj và a 2 không cùng phương. Tọa độ giao điểm (nếu có) 
của (dị) và (d 2 ) sẽ thỏa mãn hệ phương trình : 
í 2t + 1 = s + 2 (1)1 

> —> :-tr = M<s - ã I 

hệ vô nghiệm. 


3t = 3s - 4 

t + 2 = 2s-3 (2)J 

3t - 3 = 3s + 1 (3) => 3t = 3s + 4 


Vậy (dj) và (d 2 ) không có điểm chung và khác phương nên chúng chéo 
nhau. 

b) Gọi (a) là mặt phăng chứa (dj) và song song với (d 2 ) nên có vectơ pháp 
tuyến là : 


n„ = a, A a, = 


(1 3,3 2.2 lì / q. q. q\ 

12 3| ; 3 ĩ| ; 1 2|J = ( - 3; - 3;3) - 


Chọn vectơ n' = (1; 1; -1) cùng phương n u làm vectơ pháp tuyến của (a). 


Mặt phẳng (a) đi qua điểm M(l; 2; 3) và nhận n' = (1; 1; -1) làm vectơ pháp 
tuyến nên có phương trình là : l.(x - 1) + l.(y - 2) - 1 (z + 3) = 0 


o X + y - z - 6 = 0. 

Lấy điểm N(2; -3; 1) thuộc (d 2 ). Khoảng cách tct N đến mặt phăng (a) 
chính là khoảng cách giữa hai dường thẳng chéo nhau (di) và (d 2 ) được ký 
hiệu là d(di, d 2 ). 


d(N, (a)) = 


12 - 3 - 1-61 

Vi 2 +1 2 +(-D 2 


_ 8 _ _ 8^3 

s ~ 3 


= d(di, do\ 
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□ Chú thích : 


* Cáu a : Có thế chứng minh ta ,'octơ ja,_, a 2 . ,\!\ không đồng phăng. 


Câu b : Có thè tính dựa vào -ông thức : d(d], d; > = 



ỉ a 2 A a 2 I 


Bài 3___ 

Trong không gian với hệ tọa độ Đề các vuông góc Oxyz, cho hai đường 
thẳng (di), (d 2 ) lần lượt có phương trinh : 

(d ■ x ~J_ - y ~ 3 _ z - 9 ( J X - 3 _ y - 1 _ z - 1 

1 : ĩ " ~2 -1 2 7 '1 - 3 

1. Chứng tỏ rằng đó là hai đường thẳng chéo nhau. 

2. Lập phưưng trình đường vuông góc chung cùa hai đường thẳng đó. 

(DẾ TIH DẠI HỌC Y DƯ ỢC TP.HCM NẢM 1998) 
Giải 


1. Đường thẳng (d[) đi qua điểm A(7; 3; 9) có vectơ chi phương a = (1; 2; -1). 

Đường thẳng (d 2 ) đi qua điếm B(3; 1; 1) cỏ vectơ chi phương b = (-7; 2; 3). 

Ta nhận thấy hai đường thẳng (đ|) và (d 2 ) không cùng phương. Tọa độ 
giao điểm của (di) và (d 2 ) nếu có sẽ ihỏa mãn hệ phương trinh : 

x-7 + t = 3- 7u (1) 
y = 3 + 2t = l + 2u (2). 
z = 9 -1 == 1 + 3u (3) 

Từ (1) và (3), ta tìm được u = -3 và t = 17. Thay các giá trị này vào (2) ta 
có : 3 + 34 * 1 - 6. Vậy hệ phương trinh trên vô nghiệm, nghĩa là (di) và (d 2 ) 
không có điểm chung. Hai đường thẳng (dị) và ;d 2 ) không có điểm chung và 
không cùng phương. Vậy chúng chéo nhau. 

2. Gọi (a) là mặt phảng chứa (d 2 ) và vuông góc với (d,). Như vậy mặt phăng 
(a) nhận vectơ chỉ phương cùa (ci|) làm vectơ pháp tuyền và đi qua điểm 
B(3; 1; 1) nên có phương trình là : lu - 3) + 2(y - ]) - l(z - 1) = 0 

ox + 2y-z-4 = ũ (a). 

Gọi (p) là mặt phẳng chứa (dị) và vuông góc với (d 2 ) Như vậy mặt phẳng 
(p) nhận vectơ chỉ phương của (d 2 ) làm vectơ pháp tuyến và đi qua điểm 
A(7; 3; 9) nên có phương trình là : -7(x - 7) + 2(y - 3) + 3(z - 9) = 0 

<=> -7x + 2y - 3z + 16 = 0 tp). 

Ta suy ra đường vuông góc chung A của (di) và (d 2 ) có phương trình là : 

ũ):t +2y o ; z : 4 : a 0 _ n . 

Ị 7x - 2y + 3z - 16 = 0 
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Bài 4 _ 

Trong khống gian Oxyz cho hai đường thẳng (Dj); (D 2 ) có phương trình : 

(D,>: = (D,): i±ỉ = ỊL-J..Llí. 

2 3 -5 3 -2 -1 

Tìm phương trình chính tắc của đường vuông góc chung (d) của (Dị), (D 2 ). 
Tính tọa độ các giao điểm H, K của d với (Di), (D 2 ). 

_ (DẾ THI ĐẠI HỌC Qơổc GIA T P .HCM NẤM 1597) 

Giải 

Đường thẳng (Dị) đi qua điểm A(2; 3; 4) và có vectơ chỉ phương Uj = (2; 3; -5). 


Đường thẳng (D 2 ) có vecto' chỉ phương u 2 = (3; -2; -1). 


Gọi V là vectơ chi phương cùa đường vuông góc chung (d) thì : V 1 Uj và 
V 1 u . 


Ta có : V = Uj 


Ị 3 -5 1 5 

1-2 - 1 1 


2 2 
3’ 3 


=> V = (-13; -13; -13). 

Có thể lấy v'= (1; 1; 1) làm vectơ 
chí phương của d. 

Gọi (P) là mặt phăng chứa (Dj) và (d). 

Do đó (P) có vectơ pháp tuyến n p = Uj A v' 


f 3 -5 

ị-5 

2 2 

a|ì 

u 1 

; !ĩ 

l|’l 




Mặt phăng (P; di qua điểm A(2; 3; -4) nhận n p làm vectơ pháp tuyến nên 
có phương trinh là : 

8(x - 2) - 7(y - 3) -4z + 4) = 0 <=> 8x - 7y - z + 1 = 0. 

Gọi K là giao điểm cùa mặt phẳng (P) và đường thẳng (D 2 ). Viết phương 
trình của (Dv) dưới dạng tham số và thay các giá trị của X, y, 2 vào phương 
trình cua (P), ta có : 

8(-l + 3t) - 7(4 - 2t) - (4 - t) + 1 = 0 <=> -39 + 39t = 0 => t = 1. 

Thay t =1 vào phương trình tham số cua (D 2 ), ta tìm được tọa độ giao 
điểm K(2; 2; 3). 

Do đó ta có phương trình chính tắc của d đi qua K và nhận v' làm vectơ 

x-2 y-2 z-3 

củ phương là : —-— = -— = —:— . 

111 
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Gọi Iỉ = (Dị) rì (d). Ta có phương trình th am :;ố của (D>) và (d) như sau : 
Ị X - 2 + 2u [ X - 2 + V 

(Dj) : Iy = 3 + 3u (di : |y =•• 2 1- V 

z = -4 - 5u \z - 3 t- V 

Tca độ cua giao điểm H thỏa mãn hệ phương trình - 
X = 2 + 2u = 2 + V 

u = - 1 

y = 3 + 3u = 2 + V o 

“ V = —2 

z - -4 - 5u = 3 + V 


Thay u = -1 vào phương trình của (D|) hoiặc V = -2 vào phương trình của 
(d) ta tìm được tọa độ giao điểm H là (0; 0; 1) 

Bài 5 __ 

Trong không gian với hệ tọa độ Đề-các vuông góc Oxyz, cho đường thắng 
(d) và mặt phảng (P) có phương trinh : 

Ị X = 1 + 2t 

(d) : I y = 2 -1 ; (P) : 2x - y - 2z + 1 = 0. 

[z = 3t 

a) Tìm tọa độ các điểm thuộc đường thẩng (d) sao cho khoảng cách từ 
mỗi điểm đó đến mặt phảng (P) bằng 1. 

b) Gọi K là điểm đối xứng cùa điểm 1(2; -1; 3) qua đường thắng (d). Hãy 
xác đinh tọa độ điểm K. 

_ (DẾ T lll DAI mọ c BÁCH KHOA HÀ NỘI NÁM 1998) 

Giải 


a) Giả sứ điếm M(1 + 2t; 2 - t; 3t) thuộc d. Khi đó khoảng cách từ M đến 
mặt phăng (P) là : 


d(M, P) 


I 2(1 + 2t) - (2 -1) - 2 .3it + 11 = 
ý2"~ • 1’ - 2- 


_ 11 -t I _ _ t =- 4 

3 ~ t - -2' 


Với : t = 4 ta có điểm M(9; -2; 12). 
t = 2 ta có điểm M'(-3; 4; -6). 

Hai điểm M và M' nói trên thuộc (d) và có khoảng cách tới mặt phảng (P) 
bằng 1. 

b) Gọi (Q) là mặt phảng qua điểm 1(2; -1; 3) và vuông góc với (d) nên có 
vectơ pháp tuyến n a = (2; -1; 3). Do đó (Q) ció phương trình 

(Q) : 2(x - 2) -l(y + 1) + 3(z - 3) = (0 o 2x - y + 3z - 14 = 0 
Mặt phẳng (Q) cắt đường thẳng (d) tại điểm H. 
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Tọa độ của H được xác định bới phương trình : 

2(1 + 2t) - (2 - t) + 3(3t) - 14 = 0 » 14t - 14 = 0 o t = 1 
Thay giá trị t = 1 vào phương trình cùa 
(d), ta tìm được tọa độ của H là : H(3; 1; 3). 

Ta có IH = (1; 2; 0) 

mà ĨK = 2ĨH = (2; 4; 0). 

Í X K -2 + 2 = 4 

Do đó : ị y K =-1 + 4 = 3 => Vậy K(4; 3; 3). 

[z K =3 + 0 = 3 

Bài 6 

Trong không gian cho hệ tọa độ Đề-các vuông góc Oxyz và cho các điểm 
A(a; 0; 0), B((); b; 0); 0(0; 0; c); (ạ, b, c dương). 

Dựng hình hộp chữ nhật nhận o, A, B, c làm bôn đỉnh và gọi D là đỉnh 
đối diện với đỉnh 0 của hình hộp đó. 

1. Tính khoảng cách từ điếm c đến mặt phăng (ABD). 

2. Tính toa độ hình chiếu vuông góc của c xuống mặt phẳng (ABD). Tìm 
diều Kiện đối với a, b, c đế hình chiếu đó nằm trong mặt phăng (xOy). 
_ (DẾ THI DẠI HỌC QƯÒC GIA HÀ NỘI NÁM 1998) 

Giải 

1. Đinh D của hình hộp có tọa độ là (a; b; c). 

Do đó : AD = (0; b; c) 

ÃB = (-a; b; 0) 

Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt 
phăng (ABD), ta có: 

Ỉ.ÃBaÃd = (|Ị; c °|;| c ° - 0 a |;|- 0 a È|) 

= (bc; ca; - ab). 

Mặt phẳng (ABD) đi qua điếm A(a; 0; 0) và nhận n = (bc; ca; -ab) ỉàm 

vectơ pháp tuyến nên có phương trình là : 

bc(x - a) + ca(y - 0) - ab(z - 0) = 0 <=> bcx + cay - abz - abc = 0 

Khoảng cách từ C(0; 0; c) đến m.Ịt phăng (ABD) là : 

IbcO+caO-abc-abcl 2abc 

d(C, (ABD)) = - ~= = r. r= === ==- = ======== == . 

>/(bc) 2 -‘•(ca) 2 +(ab) 2 \/a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 

' 2. Gọi H là hình chiếu vuông góc của c xuống mặt phẳng (ABD). Đương 
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tlnắng CH có phương tiihh chính tắc : = -—— = t. 

bc ca - ab 

Ta có ]I là giao điểm cùa dường thắng CH với mặt phẵng (ABD). Chuyến 
pihuơng trinh chính tác của CH thành phương trình tham sô ta có : X = bct, 
y = cat, z = c - abt. 

Thay các giá trị này vào phương trình của mặt phăng (ABD), ta tìm được 
tpa độ điểm H ứng với giá trị của tham số t tìm dược trong phương trình sau : 
bc(bct) + ca(cat) - ab(c - abt) - abc = 0 

t(bV + c 2 a 2 + a 2 b 2 ) - 2abc = 0 ■=> t = ———. 

b c + ca + a b 

To có tọa độ giao điểm H : 

2ab 2 c 2 _ _ _ _ _ 2a 2 bc 2 

Xh " "bV ĩcVTaV ; y, ‘ ' b 2 c 2 + c 2 a 2 + a 2 b“ 2 “ ; 

c(c 2 a 2 + c 2 b 2 - a 2 b 2 ) 

ZH " ~b 2 c 2 +c 2 a 2 ưa 2 ^' 

Điểm H e rnp (xOy) o c 2 a 2 + c 2 b 2 - a 2 b 2 = 0 <=> —- = ~ + ~ . 


Bài 7 


Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng (d) và (A) biết phương trình của 
clhúng như sau : 

2x-y-ll = 0 _ x-5 y-2 z-6 

x-y-z+5=0 


(d) 


2 1 3 

1. Xác định vectơ chỉ phương cúa đường thẳng (d). 

2. Chứng minh rằng hai đường thẳng (d) và (A) cùng thuộc một mặt 
phảng, viết phương trình mặt phảng đó. 

3. Viết phương trình chính tắc cùa hình chiếu song song cùa (d) theo 
phương A Lên mặt phăng 3x - 2y - 2z - 1= 0. 

(ĐỂ THI ĐẠI HỌC XẢY DựNG NĂM 1997) 


Giải 


1. Gọi a là vectơ chỉ phương của đường thẳng (d), ta có 


-1 0 
-1 -1 


0 2 

-1 1 


2 -1 

1 -1 


= (1; 2; -1). 


2. Chuyến phương trình đường thẳng A sang dạng tổng quát, ta có : 


x-5 = 2y-4 IX - 2y - 1 = 0 


[3x - 15 = 2z - 12 13x - 2z - 3 = 0 

Hai đường tliẳng (d) và (A) không cùng phương vì 1 : 2 : -1 * 2 : 1 : 3 nên 
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muốn chứng minh chúng thuộc .một mặt phăng, ta chứng minh (d) và (A) cắt 
nhau. Tọa độ giao điểm thỏa mãn hệ phương trình sau đây : 


X - 2y - 1 = 0 

(1) 

3x - 2z - 3 = 0 

(2) 

o 

li 

r-H 

1 

>> 

1 

X 

^3 

(3) 

x-y-z+5=0 

(4) 


Từ (1) và (3) ta tính được X = 7; y = 3. Thay các giá trị này vào (4) ta tính 
được z = 9. Ta nhận thấy giá trị này cũng nghiệm phương trinh (2). Vậy (d) 
và (A) cắt nhau tại điểm M(7; 3; 9) và cùng một mặt phăng (P). Mật phăng 

(P) đi qua điểm M(7; 3; 9) và có cặp vectơ chỉ phương là a = (1; 2; -1) và 

b = (2; 1; 3) nên có vectơ pháp tuyến n = a A b . 


- (ị 
n = 

2 -1 


1 3 ’ 


1 1 
2 ’ 2 


= (7; -5; -3). 


Do đó mặt 1 hảng (P) có phương trình là : 

7(x - ĩ) - 5(y - 3) - 3(z - 9) = 0 o 7x - 5y - 3z - 7 = 0. 

3. Giao điểm cùa A và mặt phăng 3x - 2y - 1 = 0 có tọa độ thỏa mãn hệ 
phương trình : 

íx - 2y - 1 - 0 [x=3 

j 3x - 2z - 3 = 0 <=> I y = 1 là điểm thuộc d’ = (p) o (y). 

[3x - 2y - 2z - 1 = 0 (z = 3 


Đường thẳng đ\ hình chiếu song song cùa d chính là giao tuyến của mặt 
phăng (P) với mặt phăng (y) có phương trình 3x - 2y -2z - 1 = 0. Ta suy ra 


d' có vectơ chỉ phương v = 


-2 2 
-5 -31 


2 

-3 


3 -2 
7 -5 


= (16; 23; -1). 


Vậy d' có phương trình chính tắc là 


X - 3 
16 


y -1 

23 


Bài 8 

Cho dưỡng thẳng (d k ) : * 3 + * = z+ } với k là tham số. 

k + 1 2k + 3 1-k 

1. Chứng minh ràng (d k ) luôn lucn nằm trong một mặt phẩng cố dinh. 
Viết phương trinh mặt phăng đó 

2. Xác định k để đường thẳng (d k ) song song VỚI hai mặt phổng : 

6x - y - 3z - 13 = 0 và X - y + 2z - 3 = 0. 
___ (DẾ THI DAI HỌC T H L/Y LỢl NĂM 1909) 

Giải 

1. Đường thẳng (d k ) có vectơ chỉ phương V = (k + 1; 2k + 3; 1 - k). Nếu (d k ) 
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luôn luôn nằm trong mặt phẳng (P) cố định thì vectơ V cùa (d k ) phải luôn 
luôn vuông góc với vectơ pháp tuyến n của (P). nghĩa là n . V =0. 


Giả sử n = (x; y; z), khi đó ta có : 

n . V = X (k + 1) + y(2k + 3) + z(l - k) = 0 với vk 

<=> (x + 2y - z) k + (x + 3y + z) = 0 với vk 

íx + 2y-z = 0 íy = -2z -* 

<=> í ” ” o G =>n = (5z; - 2z; z) 

[X + 3y + z = 0 [x = 5z 


Vậy mặt phẳng (P) cần tìm có vectơ pháp tuyến n' = (5; -2; 1). Mặt khác 
vì diêm A (3; -1; -1) luôn luôn thuộc (d k ) nên mặt phẳng (P) cũng chứa 
A(3; -1; -1). Do đó mặt phăng (P) có phương trình là : 

5(x - 3) - 2(y + 1) + l(z + 1) = 0 <=> 5x - 2y + z - 16 = 0. 

2. Gọi A là giao tuyến của hai mặt phăng đã cho. Ta có phương trình của (A): 
Í6x - y - 3z - 13 = 0 
[x-y + 2z-3 = 0 


Gọi u là vectơ chỉ phương của A. Ta có : 


-+ (í 

-1 -3 

-3 

6 

u = 

V 

-1 2 ’ 

1 

-1’ 



= (-5; -15; -5). 


Ta có thể lây vectơ u' = (1; 3; 1) cùng phương với u làm v+ctơ chỉ 
phương của A. cần và đủ để (d k ) // A là hai vectơ chi phương của chúng cùng 
phương và chúng không có điểm chung. 

7’//.?' _ k + 1 2k + 3 1-k k+l+l-k 

1 3 1 1+1 


V ji k = 0 ta có V // u', khi đó (d k ) có phương trình 


X - 3 _ y + 1 _ z - 1 

~T~ " 3"" ~T ’ v 


(d k ) không có diêm chung với A vì với x = 3 + t;y = -l+3t;z=l+t thay 
vào phương trình của hai mặt phảng ta có kết quả là các phương trình đều 
vô nghiệm. Thật vậy : 

6(3 + t) - (-1 + 3t) - 3(1 + t) - 13 = 0 « o.t + 3 = 0 Ị Ị 

(3+ .)-(-!+ 3t) +2(1 +t)-3 = 0 <=>0.t + 3 = 0 j / y 


Vậy các phương trình vô nghiệm và ta có (d k ) // A. 

Bài 9 

Trong không gian với hệ tọa độ Đềcác vuông góc Oxyz, cho một hình tư 
diện với bốn đỉnh 0(0; 0; 0); A(6; 3; 0); B(-2; 9; 1); S(0; 5‘ C). 

1. Chứng minh SB vuông góc với OA. 
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2. Chứng minh hình chiếu của cạnh SB lên mặt phăng OAB vuông góc 
với cạnh OA. Gọi K là giao điểm của hình chiếu đó với OA. Hãy tìm tọa độ 
điểm K. 

3. Gọi p, Q lần lượt là trung điểm của các canh so và AB. Tìm tọa độ 
điểm M trên SB sao cho PQ và KM cắt nhau. 

_ (ĐỂ THI DẠI HỌC KIẾN THỨC HẢ NỘI NĂM 1999) 

_ Gi4i B(-2; 9; 1) 

1. OA = ( 6 : 3: 0 ), SB = (-2; 4; -7). 

Ta có : 

ÕA.SB = -12-12 + 0 = 0=>SB±OA. 

2. Kẻ SH 1 mp (OA3), ta có : 

=> OA 1 (SKB) =5- OA 1 (BK). 

or>_LUA j 

Mặt phẵng (SBK) nhận OA = ( 6 ; 3; 0) 
làm vectơ pháp tuyến và đi qua điểm 
s (0; 5; 8) nên có phương trình : 

6 (x - 0) + 3(y - 5) + 0.(z - 8) = 0 
« 2x + y - 5 = 0. 

Phương trình của đường thẳng OA : 0 = 3 = Q • 

Chuyến sang phương trình tham số : X = 6 t; y = 3t; z = 0. Thay các giá trị 
này vào phương trình mặt phẳng (SBK) ta có : 

2(6t) + (3t) -5 = 0 



15t - 5 = 0 => t = =: => K(2; 1; 0). 
3 


/ 5 ' 

3. p là trung điểm của so nên có tọa độ là p 0; 4 . 

\ 2 ) 


Q là trung điểm của AB nên có tọa độ là 



Ta cần tìm giao điểm M của mặt phảng (PQK) với đường thẳng SB. Hai 
vectơ chỉ phương cùa mặt phảng (PQK) là 

PK = ị2; -4j và QK = Ịo; -5; -ỉj. 


Gọi m = (4; -3; -8) // PK và n = (0; 10; 1) // QK . Mật phẳng íPQK) có 
phương trình là : 
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-3 

-8 

-8 4 
(x - 2) + ’ 

(y -1) + 

4 -3 

10 

1 

1 Oi 

0 10 


o 77(x - 2) - 4(y - 1) + 40z = 0 o 77x - 4y + 40z - 150 = 0. 


Ịx = 2t 

Đường thẳng SB có phương trình tham số jy = 5 - 4t 

[z = 8 + 7t 

Thay các giá trị này vào phương trình của mặt phảng (PQK) ta có : 
77(2t) - 4(5 - 4t) + 40(8 + 7t) - 150 = 0 

450t - 150 = 0 => t = ị. 

3 

Do đó điểm M có tọa độ Írỉ4r;~r 1- 
lã 3 3 J 


Bài 10 


Trong không gian Oxyz cho các đường thẳng (Ai) và (A 2 ) 


(Ai) 


Jx + 2y-3z + l = 0 
[2x -3y + z + l = 0 


( X = 2 + at 
y = -1+ 2t 
z = 3 - 3t 


với a là một số thực cho trước và t là tham số. 

1. Lập phương trình mặt phăng (P) chứa (A[) và song song với (A 2 ). 

2. Xác định a để tồn tại mặt phảng (Q) chứa (Aj) và vuông góc với (A 2 ). 

(ĐỂ THI CAO ĐẲNG HẢI QUAN NẢM 1999) 


Giải 


1. Ta lấy một điểm A thuộc (Ai) bằng cách cho z = 0 dựa vào phương trình 
1 5 

của (Aj) ta tính dược y = — r ; X = “. 

7 7 

Như vậy điểm A e (Aj) có tọa độ là f“í~ ệ-; oj 


Ta cần tìm vectơ chỉ phương của đường thẳng (A i). 


2 -31 

-1 1 


-® H 
1 2 


1 2 
2-31 


= (-7; -7; -7) 


Ta có thể lấy vectơ v' = (1; 1; 1) làm vectơ chỉ phương của{Ai) 

Đường thẳng (A 2 ) có vectơ chỉ phương u = (a, 2, -3). 

Mặt phẳng song song (P) muốn chứa (Ax) và song song với (A 2 ) phải đi qua 

điểm A|-ị; 0 
l 7 7 


1 

và nhận cặp vectơ chỉ phương là v', u nói trên. Gọi n 

i 
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là vectơ pháp tuyến của (P) ta có : 


1 1 1 

2 -3p 


1 1 | 

-3 ai 


1 1 
a 2' 


= (-5; a + 3; 2 - a). 


Mặt phăng (P) đi qua điểm A và nhận n làm vectơ pháp tuyến có phương 
trình là : 


- 5 X + ^ + (a + 3) y + ^ + (2 - a)(z - 0) = 0 


a - 9.9. 

o -5x + (a + 3) y + (2 - a)z + =-ệ=- = 0. 

Chú ý rằng đường thẳng (A 2 ) phải không nằm trong (P) nên (P) không 
chứa điếm B(2; -1; 3) thuộc A 2 , nghĩa là tọa độ của B không thỏa mãn phương 
trình của (P) 

a _ oo 71 

- 5.2 + (a + 3X-1) + (2 - a).3 + =—— * 0 haya*-~. 

7 27 

71 , 

Vậy : nếu a = -2-A. thì không tôn tại mặt phăng (P) chứa (Ai) và song 
song với (A 2 ). 

71 

Nêu a * - thì m ặt phang (P) chứa (Ai) song song với (A 2 ) có phương 
trình là : -35x + 7(a + 3)y + 7(2 - a)z + a - 22 = 0. 

2. Để tồn tại mặt phẳng (Q) chứa (Ai) và vuông góc với (A 2 ) cần và đủ là hai 
vectơ chỉ phương của hai đường thẳng này phải vuông góc với nhau nghĩa là : 
(1; 1; l).(a; 2;-3) = 0oa + 2- 3 = 0oa=l. 


D. CÁC ĐỀ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 

01. Trong không gian Oxyz, lập phương trình tham số của đường thẳng (d) đi 
qua điểm M(3; 2; -1) vuông góc Oy và cắt trục Oy. 

ĐS : Đường thẳng (d) cắt trục Oy tại điểm N có tọa độ là (0; 2; 0) nên có 
vectơ chỉ phương là MN = (-3; 0; 1) 

[x = 3-3t 

Phương trình tham số của (d) là : y = 2 

[z = -l + t 

02. Cho đường thẳng (A) đi qua điểm A(l; 3; -2) và vuông góc với mặt phăng 
(P) có phương trình 2x - y - 5z + 1 = 0. 

a) Lập phương trình tham sô' cùa (A). 

b) Tìm giao điểm của (A) và mặt phẳng (a) có phương trình : 

4x + y + 2z - 6 = 0. 
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1X = 1 = 2t 

ES : a) Phương trình tham số của (A) : ị y = 3 - t 

[z = -2 - 5t 

b) Gọi M = (A) n (a). Ta có M(-l; 4; 3). 

03. "rong không gian Oxyz cho đường thẳng (m) có phương trình : 

íx-2y + z + 3 = 0 
[2x = y-3z + 4 = 0 

a Tìm vectơ chỉ phương V của đường thẳng (m). 

b Lập phương trình đường thẳng d đi qua điểm A(2; 1; 1) và cắt đường 
thẳig (m) cho trước theo một góc vuông. 

ES : a) Ta có : V = (1; 1; 1). 

b) Mặt phăng (a) đi qua A(2; 1; 1) và vuông góc với (m) có phương 
trìnl :x + y + z- 4 = 0. 

IVặt phăng (P) đi qua A và chứa (m) có phương trình : X + 8y - 9z - 1 = 0. 

[x + y + z-4 = 0 


Tì có d = (a)n (p) có phương trình : 


x + 8y-9z-l = 0 


04. "rong không gian cho hai đường thẳng (A|) và (A 2 ) có phương trình tham 
Ịx = 2t' 

(A 2 ) : jy =-- 1 - t'. 
z = t' 


số : Ai) 


íx = 1 -t 
y = t 
z = -t 


a Chứng tỏ rằng (Ai) và (A 2 ) là hai dường thẳng chéo nhau, 
b Lập phương trình mặt phăng (P) chứa (A 2 ) và song RỌỉig với (Ai), 
c Tính khoảng cách giữa (Ai) và (A 2 ). 

Đỉ : a) Hai đường thẳng (Ai) và (A 2 ) lần lượt có hai vectơ chỉ phương ỉà 

v ; = (-1; 1; 1), \T 2 = (2; -1; 1). 

Vty Vj v 2 không cùng phương, do đó (Ai) và (A 2 ) không song song với 
nhai Giao điểm cùa (Ai) và (A 2 ) thỏa mãn hệ phương trình : 

íl-t = 2t' 

|t = l-t' 

[-t = t' 

H phương trình này vô nghiệm nên (Ai) và (A 2 ) không cắt nhau. 

T. suy ra (Ai) và (A 2 ) chéo nhau. 



b) Mặt phẳng (P) chứa (A 2 ) và song song với (A^ đi qua điểm (0; 1; 0) và 
nhận Vj , v 2 làm cặp vectơ chỉ phương nên có phương trình là : y + 2 - 1 = 0. 

c) Lây điểm M(l; 0; 0) thuộc (Ai) ta có : 


d(M, (P)) = 


10 + 0-11 _ >/2 


= d(Ai, a 2 ). 


V1 + 1 + 0 2 

05. Cho hai đường thẳng chéo nhau (m), (n) có phương trình 


(m) : 


X = 1 

y = -4 + 2t 
,2 = 3 +1 



a) Tính khoảng cách giữa hai dường thẳng (m) và (n). 

b) Viết phương trình dường vuông góc chung MN (M e m, N e n) của hai 
đường thẳng đã cho và tính tọa dộ các điểm M, N. 

ĐS : a) M(l; -2; 4), N(3; 1; -2) 


d((m), (n)) = I MN I = 7. 


b) Đường vuông góc chung MN có phương trình 


x-1 


y-t-2 

3 


z + 4 
-6 


06. Trong không gian với hệ tọa độ Đềcác vuông góc Oxyz, cho hai dường 
thẳng (di) và (d 2 ) ỉần lượt có phương trình : 


(đ,>: 

3 11 


<H»ĩ:r 2-0 


a) Lập phương trình mặt phẳng (a) đi qua điểm A(0; 1; 1) và vuông góc 
với đường thẳng (di). 

b) Tìm giao điểm của (a) với đường thẳng (d 2 ). 

c) Viết phương trình đường thẳng (A) đi qua điểm A vuông góc với (di) và 
cắt (d 2 ). 

ĐS : a) Phương trình tổng quát của mặt phẳng (a) : 3x + y + 2 -2 = 0. 

b) Gọi B = (a) n (d 2 ). Ta có B = (-1; 2; 3). 

c) (A) là đường thẳng AB với AB = (-1; 1; 2) làm vectơ chỉ phương 

nên có phương trình chính tắc là : ~ = = —— ■ 

* 6 -1 1 2 

07. Tìm tập hợp các điểm M trong không gian cách đều ba điểm A(l; 1; 1), 
B(-l; 2; 0), C(2; -3; 2). 
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ĐS : Tập hợp các điểm M trong không gian cách đều ba điểm A ; B, c là 
dường thẳng (A) có phương trình : 


2x-y + z + l = 0 
x-4y+z-7=0 


(MA = MB) 
(MA = MC) 


08. Hãy xét vị trí tương đôi của hai đường thẳng sau đây : 


<d,): ạ = ỉr».ĩ 

1 - 2 3 


3x = y-5z + l = 0 
2x + 3y - 8z + 3 = 0 


ĐS : (dj) có vectơ chỉ phương Vj = (1; -2; 3) 
(d 2 ) có vectơ chỉ phương v 2 = (1; 2; 1) 
Vj . v 2 = 1 - 4 + 3 = 0. Vậy di 1 d 2 


Phương trình tham số của đường thẳng di : I y = 1 - 2t 

[z = 3t 

Giao điểm (nếu có) của (d|) và (d 2 ) thỏa mãn hệ phương trình : 

Í3t + (1 - 2t) - 5.3t + 1 = 0 Ị- 14t + 2 = 0 
|2t + 3(1 - 2t) - 8.3t + 3 = 0 ^ 24t + 6 = 0' 

Hệ phương trình trên vô nghiệm nên (d!> và (d 2 ) không cắt nhau. Vậy (di) 
và (d 2 ) chéo nhau và (do 1 (d 2 ). 

09. Trong không gian cho đường thẳng (du) có phương trình : 


X + kz - k = 0 
(1 - k)x - ky = 0 


; với k là một sô' tùy ý khác 0. 


Chứng minh rằng khi k thay dổi : 

a) Đường thẳng (du) luôn luôn đi qua một điểm cố định. 

b) Đường thẳng (du) luôn luôn thuộc một mặt phẳng. 

_ m .. , , , /lv íx + k(z-l) = 0 (1) 


HD : Ta viết lại hệ phương trình của (du) : 


X - k(x + y) = 0 (2) 


• Khi k thay đổi, điểm cố định có tọa độ nghiệm hệ phương trình 

[x = 0 

I z -1 = 0 => điểm cố định A(0; 0, 1). 

[x + y = 0 

• Lấy (1) - (2) ta có k(x + y +z - 1) = 0. Vậy (du) luôn luôn thuộc mặt 
phảng cô' định có phương trình :x + y + z- l = 0. 
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thẳng (d m ) có phương trình : 


10. Trong không gian với hệ tọa độ Đềcác vuông góc Oxyz, cho họ dường 
í X - my + z - m = 0 
[mx - y- mz-l = 0 

a) Tính tọa độ giao điểm A của (d m ) với mặt phẳng (xOy). 

b) Viết phương trình hình chiếu (d' m ) của (d m ) lên mặt phẳng (xOy). 

c) Chứng minh rằng trong mặt phảng (xOy), đường thẳng (d' m ) luôn luôn 
tiếp xúc với một đường tròn cố dịnh. 

HD : 

a; Mật phẳng (xOy) cổ phương trình z - 0. Vậy điểm A có tọa độ là nghiệm 
của hệ phương trình : 

2m 


X - my - E - m = 0 
mx - y-mz-l = 0 
! z = 0 


1 + m 

1-m 2 

y = 2 

l + m 2 

z = 0 


ự + m 2 1 + m 2 ) 


b) Gọi (a) li mặt phẳng chứa (d m ) và vuòng góc với (xOy), (a) có hai vectơ 
chỉ phương là : 


-m 1 
1 -mị 


1 1 
m 1 


1 -m| 
m 1 


= (m 2 — 1; 2m; m ? f 1) 


í = (0; 0; i). 


Gọi n là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (a) ta có : 

n = a A e 3 = (2m; 1 - m 2 ; 0). 

Í2mx + (l-m 2 )y-m 2 +1 = 0 
Do dó (d m ) có ohương trình : ' 

[ z = 0 

c) Khi m thay đổi. (d' m ) luôn luôn tiếp xúc với đường tròn tâm 0, báo kính 

R _ _ + 1 = ỵ 

\/4m 2 + (1 - m 2 ) 2 
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Chuyên dề 10 : MỘT CÃCI 

A. T ÒM TẮT Li THUYẾT _._ 

1. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CÀU TÂM I(a; b; c) BÁN KÍNH R 

(x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 = R 2 

2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẨU CỜN CÓ DẠNG : 

X 2 + y 2 + z 2 + 2Ax + 2By + 2Cz + D = 0 với A 2 + B 2 + c 2 - D > 0. 

Mặt cầu này có tâm I(-A; -B; -C), bán kính R = \l A 2 + B 2 + c 2 - D . 

3. MẶT CẦƯ DƯỜNG KÍNH AB LÀ TẬP HỢP NHỮNG DlỂM M sao cho Ãm.BM = 0 

4. GIAO TUYẾN CỦA MẶT CÀU VÀ MẶT PHẢNG 

Cho mặt cầu (S) : (x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 = R 2 
và mặt phăng (a) : Ax + By + Cz + D = 0. 

Khoảng cá ch từ tâm I(a; b; c) của mật cầu đến mặt phảng (a) là : 

^ _ laA + bB + cC + DI 
y[Ã 2 +B 2 +C 2 

a) d < R => (a) cắt (S) theo, một đường tròn tâm H, là hình chiếu của I 
xuống (a), có bán kính r = \/d 2 - R 2 . 

b) d = R =* (a) tiếp xúc với (S). 

c) d > R => (a) không cắt (S). 

5f MẶT PHẲNG TIẾP xúc MẶT CÀU TẠI M(X U ; Y„; z„) THUỘC MẬT CÀU 

• Mặt cầu (S) có phương trình : (x - a) 2 + (y -b) 2 + (z - CỶ = R 2 
và M(xo; y 0 ; z„) e (S). 

• Phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm (X(,; y e , z u ) thuộc 

I mặt cầu : (x - a)(x 0 - a) + (y - b)(y 0 - b) + (z - c)(z 0 - c) = R 2 . _ 

B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 

Vấn dể 1: LẬP PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẨU 

A. PHƯƠNG PHÁP ___ 

• Sử dụng phương trình (x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 = R 2 sau khi biết tâm 
I(a; b; c) và bá .1 kính R của mặt cầu. 

• Sử dụng phương trình dạng : X 2 + y 2 + c 2 + 2Ax + 2By + 2Cz + D = 0, 

dựa vào diều kiện của bài toán dể tìm các hệ sô A , B, c, D. _ 

B. CÁC Vi DỤ 

Ví dụ I _ 

Lập phương trình mặt cầu (S) trong các trường hợp sau : 
a) (S) có tàm I(-l; 2; 3) và đi qua điểm M(l; 0; 1). 

. b) (S) có đường kính là AB với A(4; -3; 7), B(2; 1; 3). 
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Giải 

a) Ta có M 6 (S) và R 2 = IM 2 = (1 + 1) 2 + (0 - 2) 2 + (1 - 3) 2 = 12 

Phương trình mặt cầu là : (x + l) 2 + (y - 2) 2 + (z - 3) 2 = 12. 

b) Tâm I của (S) là trung điểm I của đoạn AB. Ta có 1(3; -1; 5). 

Bán kính R = IB = V(2-3) 2 + (1 + l) 2 + (3 - õ^) 2 = 3 

Vậy phương trình của mặt cầu là : (x - 3) 2 + (y + l) 2 + (z - 5) 2 = 9. 

Chú ý : Có thể giải câu b như sau : 

M(x; y; z) € (S) <=> AM. BM = 0 

» (x - 4)(x -2) + (y + 3)(y - 10) + (z - 7)(z ~3) = 0 

o X* + y 2 + z* + 6x -2y - 10z + 26 = 0. 

Vi dụ 2 ____ 

Lập phương trình mặt cầu (S) đi qua bôn điểm : A(0; 0; 0), B(0; 0; 4), 
C(0; 4; 0), D(4;0; 0). ___ 

Giải 

Phương trình mặt cầu có dạng : (x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 = R 2 . 

Vì mặt cầu đi qua bốn điểm A, B, c nên a, b, c, R là nghiệm của hệ phương 
trình : 

a 2 + b 2 + c 2 = R 2 - ' (1) 

a 2 + b 2 + (4 - c) 2 = R 2 (2) 
a 2 + (4 - b) 2 + c 2 = R 2 (3) 

(4 - a) 2 + b 2 + c 2 = R 2 (4) 

Từ (2) ta có : (4 - c) 2 - c 2 = 0 => c = 2. 

Tương tự ta tính dược : a = b = 2. 

Bán kính R = Va 2 + b 2 + c 2 = V 2 2 + 2 2 + 2 2 = Vĩ2 

Vậy mặt cầu (S) có phương trình là : (x - 2) 2 + (y - 2) 2 + (z - 2) 2 = 12. 

Vi dụ 3 __ 

{ 2 ỵ 4v_z_7 = 0 

“ r ,^ „ và tiếp 

4x + 5y + z - 14 = 0 

xúc với hai mặt phẳng song song là (a) và (p) : 

(a) : X + 2y - 2z - 2 = 0; (P) : X + 2y -2z + 4 = 0. 

Hãy lập phương trình mặt cầu đó. _ 

Giải 

Gọi A, B lần lượt là giao điểm của (d) với (a) và (P). 

Tọa độ của giao điểm A là nghiệm của hệ phương trình : 
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Í2x + 4y-z-7=0 (1) 

14x + 5y + z - 14 = 0 (2) => A(2; 1; 1) 

Ị X + 2y - 2z - 2 = 0 (3) 

Tọa độ giao điểm B là nghiệm của hệ phương trình : 

Í2x + 4y-z-7 = 0 

j 4x + 5y + z - 14 = 0 => B(-4; 5; 5). 

[x + 2y - 2z + 4 = 0 

Vì các mặt phẳng dã cho song song với nhau nên tâm I của mặt cầu là 
trung điểm của đoạn AB. Ta có : I(-l; 3; 3) 

Bán kính R của mặt cầu bằng khoảng cách từ I tới (a) hoặc (P) : 


R = d(I, (a)) = 


1-1 + 6 - 6-21 


Phương trình mặt cầu cần tìm là : (x + l) 2 + (y - 3) 2 + (z - 3) 2 = 1. 

Ví dụ 4 


Lập phượng trình mặt cầu có tâm là 1(1; 4; -7) và tiếp xúc với mặt phảng 
(a) : 6x + 6y - 7z + 42 = 0. 


Bán kính R của mặt cầu bằng khoảng cách từ tâm I đến mặt phẳng : 

. „ |6.1 + 6.4 - 7(-7) + 42| 121 

Ve + 6 2 +7 2 11 

Vậy mặt cầu có phương trình là : (x - l) 2 + (y - 4) 2 + (z - 7) 2 = 121. 

Ví dụ 5 


Gọi G là dường tròn giao tuyến của mặt cầu (S) có phương trình : 

(x - 3) 2 + (y + 2) 2 + (z - l) 2 = 100 và mặt phẳng 2x - 2y - z + 9 = 0. 
Hãy xác định tọa độ tâm và bán kính của dường tròn G. 


Giải 

Mặt cầu (S) có tàm là 1(3; -2; 1) và có bán kính R = 10. 

Gọi r là bán kính đường tròn G và h là khoảng cách từ I đến mặt phẳng 
đã cho. --—^ 


Ta có : h = 


I 2.3 - 2(-2) -1 + 91 


V^ 2 + 1 2 


Măt khác ta có : 


r = V R 2 - h 2 = Vĩoo - 36 = 8. 

Phương trình đường thẳng qua tâm I cùa mật 
cầu và vuông góc với mặt phăng đã cho là : 
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X - 3 
2 


y + 2 
-2 


-1 



Thay các giá trị của X, y, z vào phương trình mặt phăng, ta có : 

2(3 + 2t) - 2(-2 - 2t) - (1 - t) + 9 = 0 => t = -2. 

Vậy tọa độ tâm K của đường tròn G là K(-l; 2; 3). 

Ví dụ 6 

Cho mặt cầu (S) có phương trình : 

X 2 + y 2 + z 2 - lOx + 2y + 26z - 113 = 0. 

a) Xác định tâm và bàn kính của mặt cầu (S). 

b) Lập phương trinh mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S) và song song 
với hai đường thẳng (di), (d 2 ) lần lượt có phương trình : 


(di): 


X + 5 


y-1 

3 


z +13 


x = -7 + 3t 
(d 2 ): y = -l-2t 
z = 8 


Giải 

a) Ta co thể viết phương trình mặt cầu (S) dưới dạng sau đây : 

(X - 5) 2 + (y + l) 2 + (z + 13) 2 - 5 2 - l 2 - 13 2 - 113 = 0 
o íx - 5) 2 + (y + l) 2 + (z + 13) 2 = 308. 

Mặt cẩu (S) có tâm là 1(5; -1; 13) và có bán kinh R = v308 . 

b) Mặt phẳng tiếp xúc với mật cầu và song song với hai đường thẳng dã cho 
nên có hai vectơ chỉ phương là : v t = (2; -3; 2); v 2 = (3; -2; 0). 

Do đó mặt phẳng (P) cần tìm có vectơ pháp tuyến là : 


-3 2 
-2 0 


2 2 ! 
0 31 


2 -3 

3 -2 


= (4; 6; 5). 


Ta có phương trình tổng quát của mặt phảng (P) là : 4x + 6y + 5z + D = 0. 
Điều kiện cần và dủ đế mặt phăng (P) tiếp xúc với mặt cầu (S) là khoảng 
cách từ tâm 1(5; -1; -13) dến mặt phẳng bằng bán kính R của mặt cầu. 

' 4.5 + 6(-l) + 5(-13) + D I ^308 


ID - 511 = 154 ro 


Do đó . ,———- 

Vl6 + 36 + 25 

r Dj = -103 
D 2 = 205 

Vậy hai mặt phăng tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương trình 
4x + 6y + 5z - 103 = 0 và 4x + 6y + 5z + 205 = 0. 
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Ví dụ 7 _ 

Lập phương trình mặt cầu (S) có tâm là 1(2; 3; -1) cắt đường thẳng 

(5x - 4y + 3z + 20 = 0 

(d) : < _ , _ 

[3x -4y + z- 8 = 0 

Tại hai điểm A, B sao cho AB = 16. 


Giải 

Đường thẳng (d) có vectơ chỉ phương 

-» (-4 3 3 5 5 -4 1 _ 

1^-4 11 3 3 —4 J 

Ta lấy v' = (2; 1; -2) cùng phương với V 

Mặt phẳng (P) đi qua tâm I và vuông góc với d có phương trình : 

2(z - 2) + (y - 3) - 2(z + 1) = 0 o 2x + y - 2z - 9 = 0. 
Gọi H = (d) n (P). Tọa độ cùa H nghiệm hệ phương trình : 

5x - 4y + 3z + 20 = 0 
•3x-4y + z- 8 = 0 => H(-3; -7; -11) 

2x + y - 2z - 9 = 0 => IH = (-5; -10; 10) => IH 2 = 225 
AR 2 

Vậy : R 2 = IH 2 + ^=- = 225 + 64 = 289 
4 

Phương trình mặt cầu (S) là : (X - 2) 2 + (y - 3) 2 + (z + l) 2 = 289. 

Ví dụ 8 


Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phăng (P) và mặt cầu (S) 
có các phương trình tương ứng : (P) : 2x - 3y + 4z - 5 = 0 

(S) : X 2 + y 2 + z 2 + 3x + 4y - 5z + 6 = 0. 

1. Xác định tọa độ tâm I và bán kính R của mặt cầu (S). 

2. Tmh khoáng cách từ tâm I đến mặt phẳng (P). Từ đó suy ra rằng mặt 
phẳng (P) cát mật cầu (S) theo một đường tròn mà ta kí hiệu là (C). Xác 
định bán kính r và tọa độ tâm H của đường tròn (C). 

(ĐỂ THI TÒT NGHIỆP THPT NẢM 2000) 


Giải 

1. Ta có thê viết phương trình mặt cầu (S) dưới dạng : 

HĨ—bHĨ=f 


Mặt cầu (S) có tọa độ tâm I - - 2;^ và có bán kính R = 
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2. Khoảng cách d từ tâm I đến mặt phẳng lP) là : 


d = 


2. -r -3(-2) + 4.r-5 


8 

V29 


Ta có : d = IH = 


, ttj2 _ 64 „2 _ 26 

nên IH = TT và R = — 


>/4 + 9 + 16 
8 

V 29 29 

vì IH 2 > R 2 ta suy ra khoảng cách IH từ I tới mặt phảng (P) bé hơn bán 
kính R cùa mặt cầu. Do đó mặt phăng (P) cắt mặt cầu (S) theo đường tròn 
(C) tâm H, bán kính r. 

Lấy một điểm M bất kỳ trên đường tròn (C), ta có IM = R và HM = r. 

IM 2 = IH 2 + HM 2 
R 2 = IH 2 + r 2 

=> r 2 = R 2 - IH 2 = 1 

4 29 

249 
58 

Gọi m là đường tháng đi qua tâm I của mặt cầu vuông góc với mặt phảng 
(P) tại H. Giao điểm H của m vói (P) là tâm của đường tròn (C). Đường 

thẳng m nhận vectơ pháp tuyến n của (P) làm vectơ chỉ phương. Ta có : 
n = (2; -3; 4) 



Do đó đường thẳng m có phương trình tham sô' là 


X = + 2t 

2 

y = -2 - 3t 

z = ^ + 4t 
2 


Muốn tìm tọa độ giao điểm H, ta giải phương trình sau : 


+ 4t - 5 = 0 o 23t + 8 = 0ot = - 


2| - ^ + 2t I - 3(-2 - 3t) + 4| 


Ta tính được tọa độ tâm H của đường tròn (C) là : 

_3 

2 


29 


H 


y = -2 + 


16 _ 

87 

" 29 

58 

24 _ 

34 

29 ~ 

29 


5 32 = 81 

z “ 2 " 29 " 58 


87. 34 81 

Vậy : H - -TT; - rr ■> •“ 
' 58 29 58 
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Lập phương trình mặt cầu đi qua điểm M(0; 0; 3) và đi qua đường tròn 

. , __._, , fx 2 + y 2 + z 2 + 2x - 4y - 4z - 40 = 0 

trong không gian có phương trình : ị 

2x + 2y-z + 4= 0 


Đường tròn đã cho là giao tuyến của mặt cầu với mặt phăng. Do đó mặt 
cầu đi qua đường tròn trên có phương trình dạng : 

X 2 + y 2 + z 2 + 2x - 4y - 4z - 40 + Ằ(2x + 2y - z + 4) = 0 (1) 

Vì mặt cầu đi qua điểm M(0; 0; 3) nên tọa độ của M phải nghiệm đúng 
phương trình mặt cầu, nghĩa là : 

9 - 12 - 40 + Ằ(-3 + 4) = 0 => X = 43 
Thay giá trị của X vào phương trình (1), ta có phương trình mặt cầu là : 
x 2 + y 2 + z 2 + 88x + 82y - 47z + 132 = 0. 

Ví dụ 10 


Lập phương trình mặt cầu có bán kính R = 3 và tiếp xúc với mặt phẳng 
(oc) : 2x + 2y -z - 5 = 0 tại điểm H(l; 1; -1) thuộc (a). 


Giải 

Đường thẳng (d) đi qua H và vuông góc với mặt phăng (a) nhận vectơ 
pháp tuyến cuả (a) làm vectơ chỉ phương, có phương trình tham sô' là : 

í X = 1 + 2t 
y = l + 2t. 


Tâm I của mặt cầu cần tìm nằm trên đường thẳng (d) và cách H một 
đoạn HI = 3. Gọi (xi; yi; Z[) là tọa độ của điểm I ứng với các giá trị tị. Ta có : 

Íxị = 1 + 2tj 

j y I = 1 + 2 t|. 

k = -1-ti 


HI I = J(1 + 2ti -1 ) 2 + (1 + 2tj - l) 2 + (-1 - tj + l) 2 =3 


= J9 tj = 3 => t( = ± 1. 


Với t = 1, ta có tâm li 


Vó’i t = -1, ta có tâm ỉ 2 


íx = 1 + 2 = 3 


[z = -1 - 1 = -2 

íx = 1-2 = -1 


Ii(3; 3; -2) 


y = 1-2 = -1 => I 2 (-l; -1; 0) • 

z = -1 + 1 = 0 
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Vậy hai mặt cầu cần tìm có phương trinh là : 

(X - 3) 2 + (y - 3) 2 + z + 2) 2 = 9. 

(X + l) 2 + (y + l) 2 + 3 2 = 9. 

Ví dụ 11 

-----—-- — ị - 

Lập phương trình mặt cầu đi qua hai đường tròn (^i) và (V? 2 ) lần lượt có 
phương trình sau đây : 

x2+y2 „ĩn (%): ị* 2+y lĩl 5 

z = 0 [ z = 2 

Giải 

Đường tròn (Ỷ?]) là giao tuyến của mặt 
cẩu X 2 + y 2 = 9 và mặt phăng z = 0. Đường 
tròn này có tâm là điểm gốc tọa độ 0(0; 0; 0) 
có bán kính R; = 3. Đường tròn (# 2 ) là giao 
tuyến của mặ< cầu : X 2 + y 2 = 25 và mặt 
phảng z = 2. Đường tròn này có tâm là 
điểm O 2 (0; 0; 2) có bán kính R 2 = 5. 

Vậy tâm I của mặt cầu cần tìm phải nằm 
trên đường thẳng 00 2 nghĩa là nằm trên 
trục Oz và có tọa độ 1(0; 0; z). Ta cần tính 
giá trị của z. 

Gọi R là bán kính của mặt cầu cần tìm, ta lây các điểm Mi; M 2 lần lượt 
thuộc (# 1 ) và (Ỹ? 2 ). 

Ta có: IM 2 = R 2 = OI 2 + Rj = z 2 + 9 (1) 

IM| = R 2 = 0 2 I 2 + R|= (z - 2) 2 + 25 (2) 

Từ (1) và (2) ta có : z 2 + 9 = (z - 2) 2 + 25 

<=> z 2 + 9 = (z - 2) 2 + 25 = z 2 - 4z + 4 + 25 

4z = 20 o z = 5 và R 2 = 34 

Vậy mặt cầu cần tìm có tâm 1(0; 0; 5) và có bán kính R = v§4 . 

Do đó, mặt cầu đi qua (# 1 ) và (# 2 ) có phương trình là : 

X 2 + y 2 + (z - 5) 2 = 34. 

Vấn để 2 : MẶT PHÀNG TIẾP xúc VỚI MẶT CẨU 

A. PHƯƠNG PHÁP 

Muốn lập phương trình mặt phăng (a) tiếp xúc với mặt cầu tâm I(a; fc; c) 
bán kính R tại điểm M 0 (x 0 ; y 0 ; z 0 ) thuộc mặt cầu ta thực hiện. 
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• Cách 1: 

- Tìm vectơ pháp tuyến IM 0 của mặt phăng. 

- Dùng điều kiện M 0 e (a) để tìm hệ số D trong phương trình mặt phẳng. 

• Cách 2 : 

Dùng công thức phân đõi tọa độ, ta viết được phương trình mặt phẳng 
tiếp xúc 

- Nếu mặt cầu có phương trình (X - a f + (y -b) 2 + (z - c) 2 = R 2 ta dùng 
công thức : 

(x - ạ)(x 0 - a) + (y - b)(y 0 - b) + (z - cXz<) - c) = R 2 . 

- Nêu mặt cầu có phương trình X 2 + y 2 + z 2 + 2Ax + 2By + 2Cz + D = 0 
ta dùng công thức : 

_ X,)X + y 0 y + ZọZ + A(xọ + x) + B(y» + y) + C(z 0 + z) + D = 0. _ 

B. VÍ BỤ 

Ví dụ 1 _ 

Lập phương trình của mặt phăng tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương trình 
(x - l) a + (y + 3) 2 + (z - 2) 2 = 49 tại điểm M„(7; -1; 5). _ 

Giải 

Mặt câu (S) có tâm là 1(1; -3; 2a). Gọi (a) là mặt phăng tiếp xúc với mật 
cầu (S) tai Mo, ta có : IM 0 = (6; 2; 3) là vectơ pháp^tuyến của mặt phăng (a) 
cần tìm. 

Vậy (c) có phương trình dạng : 6x + 2y + 3z + D = 0 
Vì M,)<7; -1; 5) thuộc mặt pháng (oc) nên ta có : 

42-2 + 15 + D = 0=>D = -55. 

Vậy mặt phăng (a) tiếp xúc với mặt cầu (S) tại điểm Mo là : 

6 x + 2y + 3z - 55 = 0. 

• Cách khác : Áp dụng công thức phân đôi tọa độ, ta có phương trình mặt 
phíing I(a> là : 

(x + 1X7 - 1) + (y + 3X- 1 + 3) + (z - 2X5 - 2) = 49 
<=> 6x + 2y + 3z - 55 = 0. 

□ Chúi ý : Công thức phân đôi tọa độ chỉ được áp dụng khi điểm Mi/Xig y f) ; Z(J 
thuộc mật cầu tico xúc. 

Ví dụ 2 _ 

Lập phương trình mặt phăng tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương trình : 
X 2 + y 2 +z 2 - 6x - 2y + 4z + 5 = 0 tại diểm M|)(4; 3; 0) thuộc (L). _ 

Giải 

Mặt cẰu tS) có phương trình dạng : 
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(x - 3) 2 + (y - l) 2 + (z + 2) 2 - 9 - 1 - 4 + 5 = 0 

(x - 3) 2 + (y - l) 2 + (z + 2) = 9. 

Vậy (S) có tâm là điểm 1(3; 1; -2) và có bán kính AR = 3. 

Gọi (a) là mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) tại M,j(4; 3; 0). 

Ta có vectơ pháp tuyến cùa (a) là IM 0 = (1; 2; 2). Do đó phương trình của 
mặt phảng (ơ) có dạng : X + 2y + 2z + D = 0. 

Vì M,)(4; 3, 0) thuộc (a) nên : 4 *-6 + D = 0^>D = -10 

Vảy mặt phảng (crì có phương trình : X + 2y + 2z - 10 = 0 
• Cách khác : Áp dung công thức phân dôi tọa độ, ta có phương trình của 
(cu là : 4x + 3y + 0.z - 3(X + 4) - (y + 3) + 2(z + 0j + 5 = 0 
o X + 2y + 2z - 10 = 0. 

Ví dụ 3 _ _ 

Lập phương trình mặt phảng tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương trình : 

x 2 + y 2 + z 2 + 2x - 6y + 4z - 15 = 0 

. . , .3 ị 8x - lly + 8z - 30 = 0 

và chưa đường tháng (d) : 

[x - y - 2z = 0 

Giải 

Mặt phảng chứa đường thẳng (d) thuộc chùm mặt phăng : 

m(8x - lly+8z - 30) + n(x - y - 2z) = 0. 

Chọn m = 1 ta có : (8 + n)x - (11 + n)y + 2(4 - n)z - 30 = 0 
Viết lại phương trình mật cầu (S) ta có : 

(x + l) 2 + (y - 3)' + (z + 2) 2 = 29. 

Mặt cầu này có tâm I(-l; 3; -2) và có bán kính R = >/29 . Muôn cho mặt 
cầu kép tiếp xúc với mặt phảng thì khoáng cách từ tâm I(-l; 3; -2) đến mặt 
phắng phái băng bán kính R = yÍ29 , nghĩa là : 

I -(8 + 11 ) - 3(11 + n) - 4( 4 - n ) - 30 I = ^29 
V(8 + n) 2 (ll + n) 2 + 4(4 - n) 2 

87 2 

» 87 2 = 29(6n 2 + 6n + 249) <=> 6n 2 + 6n + 249 = ----- = 2tíl 

29 

<=> n 2 .+ n - 2 - 0 11 ] =1, n '2 = 2. 

Vậy hai mặt phẲng tiếp xúc với mặt cầu là : 3x - 4y + 2z - 10 = 0 (ơi) 

2x - 3y+ 4z - 10 = 0 (a^) 


Ví dụ 4 

Lập phương trình mặt cầu đi qua điểm A(l; -1; 4) và tiếp xúc với các mặt 
phầng tọa dộ.__ 
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Giải 


Các mặt phăng tọa độ chia không gian ra làm 8 phần. Vì mặt cầu cần tìm 
tiếp xúc với các mặt phăng tọa độ và đi qua điểm A(l; -1; 4) nên phải có 
tâm nằm trong phần không gian có chứa điểm A. 

Vậy tâm I của mặt cầu có tọa độ là I(R; -R; R). Do đó phương trình mặt 
cầu có dạng : (x - R) 2 + (y + R) 2 + (z - R) 2 = R 2 . 

Vì điểm A(l; -1; 4) nàm trên mặt cầu nên có tọa độ nghiệm đúng phương 
trình mặt cầu, nghĩa là : 

(1 - R) 2 + (-1 + R) 2 + (4 - R) 2 = R 2 
2R 2 - 12R + 18 = 0 » R 2 - 6R + 9 = 0 
o(R-3) 2 = 0oR=3. 

Vậy phương trình mặt cầụ là : (x - 3) 2 + (y + 3) 2 = 9. 


Ví dụ 5 


Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz cho các điểm A(l; 0; 0), B(0; 1; 0), 
C(0; 0; 1). Lập phương trình mặt cầu nội tiếp trong tứ diện OABC. 


Giải 

Các mặt của tứ diện có phương trình lần lượt là : 
x = 0;y = 0;z = 0vàx + y + z=l 
Tâm I của mặt cầu nội tiếp trong tứ diện nên có 
tọa độ là : I(a, b, c) với a>0, b>0, c>0 
và a + b + c - l.< 0. 

Khoảng cách từ tâm I đến các mặt cầu của tứ diện 

, 1 1 - (a + b.+ c) I 

là : a, b, c và -——-. 

Vã 

Trong đó mặt phảng (ABC) có phương trình là : 

1 - (x + y + z) = 0. 

„ , ._1 - (a + b + c)_1 - 3a 

3 a có : a = b = c= - —= - => a = —=— => a = 



3-Vã 


Vã 


Vã 


Vậy tâm I có tọa độ là I| - ■ I và bán kính của mặt 

6 6 6 


cầu là R = 


3- Vã 


Do đó mặt cầu nội tiếp tứ diện OABC có phương trình là : 


3-Vã 


+ y 


3-Vã 


3-V3 


3-V3 
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Vấn dề 3 : GIAO TUYÊN CỦA HAI MẬT CẨU 

A. PHƯƠNG PHÁP 


Cho hai mặt cầu (Si), (S 2 ) lần lượt có tâm Ij, I 2 , có bán kính Rj, R 2 và có 
phương trình : 

(51) : X 2 + y 2 + z 2 + 2A]X + 2Biy + 2C]Z + Di = 0 (1) 

(5 2 ) : X 2 + y 2 + z 2 + 2A 2 X + 2B2y + 2C 2 z + D 2 = 0 (2) 

Giao tuyến của (Sj) và (S 2 ) nếu có là nghiệm của hệ hai phương trình (1) 

và (2). Hệ đó tương đương với hệ hai phương trình sau đây : 

íx 2 + y 2 + z 2 + 2AjX + 2Bjy + 2CjZ + D v = 0 (Sị ) 

[2(A 1 -A 2 )x + 2(B 1 -B 2 )y + 2(C 1 -C 2 )z + (D 1 -D 2 ) = 0 . (o) (3) 

Vậy giao tuyến của (Sj) và (S 2 ) cũng là giao tuyến của (S 1 ) và mặt phăng 
la). 

Mặt phẳng (a) vuông góc với đường nối tâm I]I 2 của (S|) và (S 2 ). 

Do đó giao tuyến của (Si) và (S 2 ) là đường tròn tâm H hình chiếu của tâm 
li (hoặc I 2 ) xuống mặt phẳng (a) và có bán kính r = \[r 2 - IịH 2 . 

Nếu I 1 I 2 < Ri + R 2 : (Sj) và (S 2 ) cắt nhau. 

Nếu Ijl 2 = Rj + R 2 : (Si) và (S 2 ) tiếp xúc ngoài. 

Nếu Iil 2 > Rj + R 2 : (Si) và (S 2 ) không cắt nhau. 

Nếu Iịl 2 = I R] - R 2 I: (Si) và (S 2 ) tiếp xúc trong. 


B. VÍ DỤ 

Ví dụ 1 


Xác định giao tuyến của hai mặt cầu (S|) và (S 2 ) lần lượt có phương trình 
sau đây : (Si) : X 2 + y 2 + z 2 - 2x - 2y -2z -6 = 0 

(S 2 ) : X 2 + y 2 + z 2 - 6x - 6y - 6z + 23 = 0._ 


Phương trình các mặt cầu XSi) và (S 2 ) có thê được viết dưới dạng sau đáy : 
(Si) : (X - l) 2 + (y - l) 2 + (z - l) 2 = 9 
(Sa) : (X - 3) 2 + (y - 3) 2 + (z - 3) 2 = 4. 

Như vậy mặt cầu (Si) có tâm Ii(l; 1; 1) và có bán kính Ri = 3, còn mặt 
cầu (S 2 ) có tâm I 2 (3; 3; 3) và có bán kính R 2 = 2. 

Do đó i2 = (2; 2; 2) => ự 2 = h 2 +2 2 +2 2 = 2 V 3 < Rj + R 2 . 

Vậy hai mặt cầu (Si) và (S 2 ) cắt nhau theo đường tròn giao tuyến (*<?) có 
phương trình là hệ phương trình gồm hai mặt cầu đã cho 
íx 2 + y 2 + z 2 -2x-2y-2z-6 = 0 
Ịx 2 + y 2 + z 2 - 6x - 6y - 6z + 23 = 0 
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Giao tuyến của (Si) và (S 2 ) cũng là giao tuyên của (Sj) và mặt phăng (a) 
(hoặc cua (S 2 ) với mặt phẳng (a)) : 

jx 2 + y 2 + z 2 - 2x ~ 2y - 2z - 6 = 0 
[4x + 4y + 4z - 29 = 0 

Mặt phẳng (a) có vectơ pháp tuyến là :n = (4; 4; 4) hay n' = (1; 1; 1). 

í x = 1 + t 

Do đó đường thắng 1^2 1 (a) có phương trình tham số là : j y = 1 + t. 

[z = 1 + t 

Giao điểm H = Iil 2 n (a) có tọa độ là : 

4(1 + t) + 4(1 + t) +4(1 + ti-29 = 0 
17 


I2t - 17 = 0 => t = 
íx H = 1 + 


12 
17 29 


Ii(l; 1; 1) 


12 12 

_ - 17 _ 29 

y H = 1 + — = -r- 

12 12 

,17 29 

Z H — 1 + —— — 

12 12 


_ TI ,29 29 29 
=> H --; — 7 ; -rr 
12 12 12 


—» (17 17 17^ 

Do đó : I,H= 

U2 12 12; 



17“ + 17“ + 17“ VĨ7 7 _17_ 
4>/3 ~ a4Ĩ 


Do đó 

Ví dụ 2 


lỹỉi- 

V 12 2 4 

Đường giao tuyến (V) có bán kính r = /r ! 2 - IjH 2 . 


Xác định giao tuyến của hai măt cầu sau đây : 

(51) : X 2 + y 2 -t- z 2 - 64 = 0 

(5 2 ) : X 2 + y 2 + z 2 - 6x - 12y + 12z + 72 = 0. 


Giải 

Mặt cầu (SD có tâm I[(0; 0; 0) bán kính Ri = 8. 
Phương trình mặt cầu (S 2 ) có thể viết như sau : 

(X - 3) 2 + (y - 6) 2 + (z + 6) 2 = 3 2 



Mặt cầu (S 2 ) có tâm 1-2(3; 6; -6) và có bán kính R 2 = 3. 

Ta có : I X I 2 = (3; 6; -6). Đường thẳng Ijl 2 có vectơ chỉ phương : a = (1; 2; -2). 

Hai mặt cầu (Si) và (S 2 ) cắt nhau theo đựờng tròn giao tuyến (Ví) (nếu có) 
có phương trình là : 

jx 2 +y 2 +z 2 r-64 = 0 (Sj) 

|x 2 + y 2 + z 2 -6x - 12y + 12z + 72 = 0 (S 2 ) 

Hệ phương trình trên tương đương với với hệ phương trình sau đây : 

jx 2 +y 2 +z 2 -64 = 0 fx 2 +y 2 +z 2 -64 = 0 (Sj) 

(6x + 12y - 12z - 136 = 0 [3x + 6y - 6z - 68 = 0 (a) 


Ta có I x I 2 = >/9 + 36 + 36 = 9<R 1 + R 2 = 8 + 3 

Vậy hai mặt cầu cát nhau theo giao tuyến được biểu thị bằng hệ phương 
trình nói trên, gồm phương trình biểu thị mặt cầu (Si) và phương trình biêu 
thị mặt phăng (a). 

Mặt phẳng (a) có vectơ pháp tuyến là n = a = (1; 2; -2). 

íx = t 

Đường thắng IJI 2 1 (a) có phương trình tham sô' là : ty = 2t . 

z = -2t 


Gọi H = IịI 2 n (a), ta có tọa độ của H là : 


3t + 6.2t - 6(-2t) - 68 = 0 <=> 27t - 68 = 0 => t = 


68 

27 


68 

X H = —- 

H 27 

136 _ ị 68 136 136) là tâm đường tròn giao 

yH ~ - ~27~ ^ - 1 27 ; " 27 " ; 27 J tuyến (Ví) 

136 

2 _-—— 

„ H 27 


IiH = 


68 136 136' 

27’ 27 ’ 27 , 


I I X H 1= 


V41616 

V27 2 " 


>/4624 

9 


Đường tròn giao tuyến (Vỗ) có bán kính 



Đường tròn (Vt) nằm trong mặt phăng (a) có phương trình 
3x + 6y -6z - 68 = 0. 
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c. CẢC BÀI TOÁN ÔN TẬP 

Bài 1 

Cho mặt cầu (S) có phương trinh đối với hệ trục Oxyz là : 

X 2 + y 2 + z 2 - 2x - 6z - 35 = 0. 

a) Xác định tâm và bán kính mặt cầu (S). 

b) Xác định tọa độ giao điểm của mặt cầu (S) với đường thẳng (đ) đi qua 
hai điểm A(2; -4; 8); B(0; -2; 10). 

c) Xác định phương trình giao tuyến cùa mặt phẳng (OAB) với mặt cầu 

(S). _____;_ 

Giải 

a) Có thế viết phương trình mặt cầu (S) dưới dạng : 

(X - l) 2 + (y - 0f + (z - 3) 2 = 45. 

Mật cầu s có tọa độ tám 1(1; 0; 3) và có bán kính R = >/45 . 

b) Đường thẳng d đi qua điểm A(2; -4; 8) và có vectơ chỉ phương AB = (-2; 2; 2). 

Chọn a = (1; 1; 1) làm vectơ chi phương cho d ta có phương trình tham sô 
Ịx = 2-t 

của dường thắng AB là : < y = -4 + t. 

[z = 8 + t 

Giao điểm của đường thẳng d và mặt cầu xác định bời : 

(1 - t) 2 + (-4 + t) 2 + (5 + t) 2 - 45 = 0 
1 - 2t + t" + 16 - 8t + t 2 + 25 + lOt + t 2 - 45 = 0 
3t 2 - 3 = 0 o t 2 = 1 o t = ± 1. 

Với : t = 1 ta có giao điểm M(l; -3; 9). 
t = - 1 ta có giao điểm N(3; -5; 7). 

c) Mặt phăng (OAB) nhận OA= (2; -4; 8) và OB = CO; —2; 10) làm cặp vectơ 
chi phương nên có phương trình tham số là : 

Ị X = 2tj (1) 

jy = ~4tj - 2t 2 (2) 

[z = 8tj + 10t 2 (3) 

Từ (1) ta có ti - ^ và từ (2) ta có t 2 = -X - ~ . Thay các giá trị của ti và 

vào t3) ta có phương trình tổng quát của mặt phăng (OAB) là : 6x + 5y + 3 = 0. 

Do đó giao tuyến của mặt phẳng (OAB) và mặt tĩắu (S) là đường tròn có 

, , íx 2 + y 2 + z 2 - 2x - 6z - 35 = 0 

phương trình là : ( 

[6x + 5y + z = 0 
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JH>" tỆ* cầu (S) có phương trình : X 2 + y 2 + z l - 2x - 2z 3 0 
và mặt phảng (a) có phương trình : 4x + 3y + ra = 0. 

Biện luận theo m vị trí tương đối của (ạ) \\ (S), _ 

Giải 

Phương trình của (S) có thể viết dưới dạng : 

(x -l) 2 + (y - 0) 2 + (z - 1)* = 2. 

Vậy (S) có tám là điểm 1(1; 0; 1) và bán kính R = yịĩ . 

, , _ J/T _ I 4 + 0 + m I i 4 + m I 

ỉ a có : h = dd, (a)) = — —= — .=-— 

V16 + 9 5 

Xét : flm) = h 2 - R 2 = (m -^ 4)2 - 2 = ị- (m 2 + 8m - 34) 

25 25 

A’ = 1<Ỉ 4- 34 = 50. 

f)m) có hai nghiệm là : m] = -4 - 5 V2 ; m 2 = -4 + 5 >/2 . 

Ta hãy xét các trường hợp sạu đây : 

a) Trường hợp m < -4 - 5 V2 hay m > -4 + 5 \Ỉ2 h > R. 

Khi đó mẳt phăng (a) không cắt mặt cầu là (a) r» (S) = 0. 

b) Trường hợp m = -4 -5 \Í2 hay m = -4 + 5 >/2 => h - R. 

Khi dó mặt phẳng (a) tiếp xúc với mặt cầu tại một điểm. 

c) Trường hợp -4 - 5 >/2 < m < -4 + 5 yfĩ => h < R. 

Khi đó mặt phảng (a) cắt (S) theo một dường tròn có phương trình 
là : 

jx 2 + y 2 + z 2 -2x -2z = 0 
[4x + 3y + m = 0 

Bài 3 

Trong không gian với hệ tọa độ Đề-các vuông góc Oxyz, cho tứ diện ABCD 
biết A(l; 1; 1), B(l; 2; 1), C(l; 1; 2), D(2; 2; 1). 

a) Hãy lập phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

b) Tìm tám và bán kính của mặt cầu ấy. _ 

Giai 

a) Phương trình cùa mặt cầu có dạng tổng quát là : 

(S) : x 2 + y 2 + z 2 + 2Ax + 2By + 2Cz + D = 0. 

Vì bốn điểm A, B, c, D nằm trên mặt cầu uèn tọa độ của chúng thỏa mãn 
phương trình mặt cầu, nghĩa là : 
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1 + 1 + 1 + 2A + 2B 4 - 2C + D — 0 
1 + 4 + 1 +2A+4B + 2C + D = 0 
1 + 1 + 4 +2A+2B + 4C + D= 0 
4 + 4 + 1 + 4A + 4B + 2C + D = 0 


2A + 2B + 2C + D 
2A + 4B + 2C + D 
2A + 2B + 4C + D 
4A + 4B + 2C + D 



D = 6 


Vậy phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD là : 

X 2 + y 2 + z 2 -3x -3y ~3z + 6 = 0. 

b) Phương trình inặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD còn có dạng : 


3 

X - — 
2 


+ y - - 
1 2 


m 3 3 3 

Ta suy ra (S) có tâm là điểm I r! _ ; _ và có bán kính R = 

2 2 2 


V 3 


Bài 4 

Trong không gian cho mặt cầu (S) có phương trình : 

X 2 + y 2 + z 2 - 6x + 4y -2z -11 = 0. 

a) Xác định tâm và bán kính của mặt cầu (S). 

b) Lập phương trình các mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (9) và song song 

vđi mật phảng (ạ) có phương trình : 4x +3z - 17 = 0. _ 

Giải 

a) Phương trình mặt cầu (S) có thể viết dưới dạng 

(x - 3) 2 + (y - 2) 2 + (z - l) 2 = 25. 

Ta suy ra mặt cầu (S) có tầm 1(3; -2; 1) và bán kính R = 5. 

b) Đường thảng (d) di qua tâm 1(3; -2; 1) cua mặt cầu và vuông góc với mặt 

phẳng (a) có vectơ chỉ phương v = (4; 0; 3). Do đó đường thẳng (d) có phương 
íx = 3 + 4t 

trình tham số là : ị y = -2 

[z = 1 + 3t 

Giao điểm A, B của đường thăng (d) với mặt cầu là các tiô’p điểm cần tìm. 
Ta có : (3 + 4t - 3) 2 + (-2 + 2) 2 + (1 + 3t - l) 2 = 25 
cs 25t 2 = 25 => t = ±1. 


2i: 




[x A =3 + 4 = 7 

Với t = 1, ta có tọa độ tiếp điểm A là : jy A = -2 => A(7; -2; 4). 

[z A =1 + 3 = 4 

íx B = 3-4 = -1 

Với t = -1, ta có tọa độ tiếp điểm B là : iy B = -2 B(-l; -2; -2). 

Ịz B = 1 — 3 = -2 

Mặt phăng tiếp xúc với mặt cầu tại A(7; -2; 4) và song song với mặt 
phăng (a) có phương trình dạng : 4x + 3z + D = 0. 

Vì A Ê (a) nên :28+12 + D = 0=>D = -40. 

Vậy mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm A có phương trình 
4x + 3z - 40 = 0. 

Tương tự, ta có phương trình với mặt phăng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm 
B là : 4x + 3z + 10 = 0. 

Bài 5 

Cho mặt cầu (S) có phương trình : 4x 2 + 4y 2 + 4z 2 - 4x - 4y -4z -1 = 0 
và mặt phăng (a) có phương trình : 4x + 4y + 2z - 1 = 0 

a) Chứng tỏ rằng mặt phăng (a) cắt mặt cầu (S). 

b) Xác định tâm và bán kính của đường tròn giao tuyến ('(ĩ). 

Giải 


a) Phương trình mặt cầu (S) có thể viết dưới dạng : 

2 2 2_ 1 _ „ ('lì 2 J„_ỊÝ . 

x+y+z-x-y-z--T=0o x--r + y - -r + z - -r = 1 
4 { 2) ự 2) { 2) 


Ta suy ra mặt cầu (S) có tâm I 


1 . 1.1 

2 ’ 2 ’ 2 


từ tâm I đến mặt phẳng (a) là : đ(I, (a)) = 


j và bán kính R = 1. Khoảng cách 
12 + 2 + 1-11 4 ' 2 


’n/4 2 +4 2 + 2 2 • 6 ~ 3 ' 


Vì d(I, («)) = ^ < R = 1 nên mặt phẳng (ot) cắt mặt cầu (S). 


b) Mặt phăng (a) có vectơ pháp tuyến là n = (4; 4; 2) hay n’ = (2; 2; 1). 

Đường thẳng (d) đi qua tâm I của mặt cẩu và vuông góc với mặt phăng (a) có 


phương trình tham sô' là 


X = 4 + 2t 
2 


y = 4 + 2t. 
• 2 
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Gọi H = (d) n (a) ta có : 


+ 2t +4 r + 2t +2r + 2t -1 = 0 o4 + 18t = 0 t =- 


Tim tọa độ giao điểm H : 

J_ 

18 

14 1 


H 


1 4 

X H = — - — 

H 2 9 


Yh 2 9 18 

- I 2 _ _5_ 
Zh ~ 2 9 “ 18 


HI -L; J_; ± 
18 18 18 


Gọi : d = 


HI 


1 _ J_ 

2 18 


. 1 1 
+1 — - — 
,2 18 


1 __ 5 _ 

2 18 


Đường tròn (W) có tâm và bán kính r = ■— . 

{18 18 18 J 3 / 


Bài 6 


Cho hai mặt cầu (S) và (S') lần lượt có phương trình : 

(S) : 2x 2 + 2y 2 + 2z 2 + 3x - 2y + z - 5 = 0 
(S') ; X 2 + y 2 + z 2 - X + 3y - 2z + 1 = 0. 

a) Xác định tâm và bán kính của (S) và (S'). 

b) Lập phương trình đường nối tâm của hai mặt cầu đó. 

c) Xác định giao tuyến của hai mặt cầu (S) và (S'I và mặt phảng chứa 
giao tuyến đó. Chứng tỏ rằng mặt phảng này vuông góc với đường nối tâm 
của hai mặt cầu đã cho. 


Giải 

a) Ta có thế viết phương trình mặt cầu (S) dưới dạng sau đáy : 

\2 / , \2 / 1 


x 2 + y 2 + z 2 +ậx-y + ^- ^= 0 o |x + 

2 2 2 l .4 


3] (lý ( 1 

— + y-T- + z + — 

2j l 4 
3\6 


27 

~8~ 


3 ỵ 

Vậy mặt cầu (S) có tâm I - —; 44 I và bán kính R 

1 4 2 4 J 2 


Phương trình mặt cầu (S') có thể viết dưới dạng : 


Vậy mặt cầu (S ) có tâm I'| - Ậ; - 4; lì và có bán kính R' = 

2 2 ) 2 
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b) Ta có II' = Ị^; - 2; do đỏ đường nối tâm có vectơ chỉ phương V = 4 

x = _l + 5t 
4 

II' = (5; -8; 5) và có phương trình tham số là : ■ y = ì - 8t . 


c) Giao tuyến của hai mặt cầu (S), (S‘) được xác định bởi phương trình sau : 
Í2x 2 + 2y 2 + 2z 2 + 3x - 2y + z - 5 = 0 (1) 

12x 2 + 2y 2 + 2z 2 - 2x + 6y - 4z + 2 = 0 (2) 

Hệ này tương đương với hệ phương trình sau dây : 

(Lấy (1) - (2) ta được (4)) 

j 2x 2 + 2y 2 + 2z 2 + 3x - 2y + z - 5 = 0 (3) 

Ịốx - 8 y + 5z - 7 = 0 (4) 

Hệ phương trình gồm (3) và (4) biểu thị giao tuyến của một mạt cầu với 
một mặt phảng. Giao tuyi‘11 đó l.à đường tròn nằm trong mặt phảng 


(al : 5x - 8y + 5 z -7 = 0. 


Ta có : d(I, (a)) = 


■5.1 -- - 8 Ị + 5 - - 7 


13,5 3Vẽ 


R nên mặt 


V5 2 + 8 2 + 5 2 a/ĨĨ4 2 

phẳng cắt mặt cầu. Mặt phảng này có vectơ pháp tuyến n = (5; -8; 5) nên 
vuông góc với đường nối tâm lĩ vì n cùng phương với II' . 


Cho mặt cầu (S) có phương trình : X 2 + y 2 + z 2 - lOx + 2y + 26z + 62 = 0. 

a) Xác định tâín và bán kính của mặt cáu (S). 

b) Tìm giao điểm của dường thẳng d đi qua tâm mặt cầu và nhận 
a = (4; 6; 9) làm vectơ chỉ phương. 

c) Lập phương trình các mặt phăng tiếp xúc với mặt cầu tại các giao 
điểm nói trên. 


a) Ta có thè viết phương trình mặt cầu (S) dưới dạng sau : 

(x - 5) 2 + (y + l) 2 + (z + 13) 2 — 133. 

Do đó ta suy ra tọa độ tâm 1(5; -1; -13) của (S) và bán kinh R = \/Ĩ33. 

b) Ta có phương trình tham sô của đường thẳng d là : 
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íx = 5 + 4t 
iy = -1 + 6t 
[z = -13 + 9t 

Thay các giá trị này vào phương trình mặt cầu ta có : 

(5 + 4t -5) 2 + (-1 + 6t + l) 2 + (-13+ 9t + 13) 2 = 133 

<=> 133t 2 = 133 => t = ± 1. 

Với : t = 1 ta có tọa độ giao điểm A (9; 5; -4). 
t = -1 ta có tọa độ giao điểm B(l; -7; -22). 
c) Các mặt phẳng tiếp xúc mặt cầu s tại A và B đều nhận vectờ' - chỉ phương 

a = (4; 6; 9) làm vectơ pháp tuyến. Do đó phương trình các mặt phăng tiếp 
xúc với mặt cầu tại các giao điểm A và B có dạng 4x + 6y + 9z + D = 0. 

A(9; 5; -4) thuộc mặt phăng nên 4.9 + 6.5 + 9(-4) + D = 0=>D = - 30. 

B(l; -7; -22) thuộc mặt phăng nên 4.1 + 6(-7) + 9(-22) + D = 0 => D = 236. 

Vậy các mặt phăng tiếp xúc với mặt cầu tại A và B có phương trình là : 

Tại A : 4x + 6y + 9z - 30 =0. 

Tại B : 4x + 6y + 9z + 236 = 0. 

Bài 8 

Trong không gian với hệ trục Oxyz cho điểm A(l; 4; -1). 

a) Viết phương trình mặt cầu (S) tâm o, bán kính OA. 

b) Gọi B là điểm có tọa độ (1; y; 1). Tìm y để OA 1 AB . 

c) Viết phương trình mặt cầu (T) tâm B, bán kính BA. 

d) Viết p hương trình mặt phắng tiếp xúc vđi mặt cáu (T) và chứa trục Ox. 

Giải 


a) Ta có I OẦ I = Ậ 2 + (4) 2 + (-1) 2 = VĨ8 . 

Vậy mặt cầu (S) có phương trình là : X 2 + y 2 + z 2 = 18. 

b) Ta có 5Ẩ = (1; 4; -1), AB = (0; y - 4; -2) 

, ÕA . OB = 4(y - 4) - 2 = 0 => y = I thì ÕA 1 ÕB . 

c) Ta có tọa độ điểm B là Ịl; lj. Mặt cầu (T) có bán kính 


R' = 



Vữ 

2 


Mặt cầu (T) có phương trình là : (x - l) 2 + 



+ (z-l) 2 


17 
4 ' 
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d) Do phương trình mặt phăng chứa trục Ox có dạng py + qz = 0 

Mặt phăng tiếp xúc cua mặt cầu (T'r cách tâm B một khoảng bằitg 




Ipl + q.ll 

Ta có : ^ 


vp ' 2 + q 2 


<=> I 9p + 2q I = ^^17tp 2 ■* q 2 ) 64p' - 13q 2 + 36 pq = 0. 

Vì p và q không đồng thời bằng 0 và có thể xác định sai khác một thừa 
số khác 0 nên ta có thể chọn p = 1 và đưa đến phương trình bậc hai đối với 
q : 13q 2 - 36q - 64 = 0. 


Phương trình này có nghiệm qi = 4 và q 2 = - 


16 
3 ■ 


Vậy phương trình hai mặt phắng tiếp xúc với mặt cầu (T) là : 
Với q = 4 ta có : y + 4z = 0 

và q = - ịỆ ta có : 13y - 16z = 0. 

13 


D. CÁC ĐỂ TOÁN ĐỂ LUYỆN TẬP 

01. Trong không gian với hệ tọa độ Đềcác vuông góc, hãy lập phương trình 
mặt cầu (S) : . 

a) Có tâm 1(3; -5; -2) và tiếp xúc với mặt phăng (a) có phương trình 

2x - y - 3z + 11 = 0. 

b) Có AB là đường kính A(6; 2; -5), B(-4; 0; 7). 

ĐS : a) (x - 3) 2 + (y + 5? 2 + (z + 2) 2 = 56. 

b) (X - l) 2 + (y - 1> 2 + (z - l} 2 = 62. 

02. Lập phương trình mặt cầu trong các trường hợp sau : 

a) Có tâm là 1(1; 4; -7 ) và tiếp xúc với mặt phăng 6x + 6y - 7z + 31 = 0. 

b) Có tâm là I(-l; 2; 3) và đi qua điểm A(-2; 1; 1). 

c) Có đường kính AB với A(9; 1; 3) và B(l; 5; 5). 

ĐS : a) (x - l) 2 + (y - 4} 2 + (z + 7) 2 = 100. 

b) (X + l) 2 + (y - 2Ý + (z - 3) 2 = 6. 

c) X 2 + y 2 + z 2 - lOx - 6y - 8z + 29 = 0. 

03. Lập phương trình mặt cáu ngoại tiếp tứ diện ABCD với A((l; 1; 1), 
B(-l; 0; 2), C(0; 4; 0), D(~3; 1: 0). 

ĐS : 15x 2 + 15y 2 + 15g 2 + 33.; - 63y - 27z +12 = 0. 
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04. Lập phương trinh mặt cầu đi qua điếm M(3; -2; 2) và đi qua đường tròn : 
|x 2 +y 2 +z 2 -9 = 0 
[2x + y- z + 2 = 0 

HD : Phương trình mặt cầu có thê viết dưới dạng : 

X 2 + y 2 + z 2 - 9 + p (2x + y- z + 2) = 0và tìm p. 

ĐS : Phương trình mặt cầu : X 2 + y 2 + z 2 - 4x - 2y + 2z - 13 = 0. 

05. Cho mặt cầu (S) có phương trinh : X 2 + y 2 + z 2 - 12x + 4y - 6z + 24 = 0 
và mặt phăng (a) có phương trình : 2x + 2y + z + 1 = 0. 

a) Chứng minh rằng mặt phăng (a) cắt mặt cầu (S). 

b) Tìm tâm và bán kính của đường tròn giao tuyến (V5 = (S) n (a). 

HD : 

• Tìm tâm I của mặt cầu s. Ta có 1(6; -2; 3), R = 5. 

• Tìm khoảng cách d(I, (a)) = IH với H làm tâm đường tròn giao tuyến. 

Ta có IH = 4 < R = 5 nên (a) cắt mặt cầu. ' 

• Lập phương trình đường thẳng d đi qua tâm I của mặt cầu và vuông 

góc vdi mặt phẳng (a) tại H| I • Tâm đường tròn là điểm H. 

V 3 3 3 ) 

Ta có r = n/r^-IH 2 = h 2 -4 2 =3. 

06. Thiết lập phương trình tiếp diện của mặt cầu tại điểm M,|(4; 3; 0) và viết 
phương trình dường kính của mặt cầu qua điểm Mi) đó, cho biết mặt cầu có 
phương trình là : x 2 + y 2 + z 2 - 6x - 2y + 4z + 5 = 0. 

HD : 

• Tìm tám I của mặt cầu đã cho. Ta có 1(3; 1; - 2). 

• Dùng công thức phân đòi tọa độ ta có phương trình của tiếp diện là : 

(x - 3) (4 - 3) + (y - 1X3 - 1) + (z + 2) (0 + 2) = 9 
o X + 2y + 2z - 10 = 0. 

Cách khúc : 

M(x; y; z) 6 tiếp diện tại Mũ o MqM.IMq = 0 
c=> (x - 4X4 - 3) + (y - 3).(3 - 1) + Z(0 + 2) = 0 
o X + 2y + 2z - 10 = 0. 

07. Lập phương trình mật phẳng (P) di qua đường thẳng (d) có phương trình 

(di: ÍLị5.ZỊÌ.Ị 

-1 1 4 

và tiếp xúc với mặt cầu (S) có phương trình : 

X 2 + y 2 + z 2 - 2x - 4y - 6z - 67 = 0. 
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HD : 

• Chuyển phương trình của đường thẳng (d) thành phương trình tổng 

. Í4x + z - 52 = 0 
quát (d : -T 
4 [4y - z + 4 = 0 

Mặt phăng cần tìm thuộc chùm mặt phảng có phương trình sau đây : 

oc Í4x + z - 52) + P(4y - z + 4) = 0. 

Chọn a = 1 ta có: 4x + 4Py + (1 - P)z - 52 + 4p = 0 

• Mặt cầu (S) có tâm 1(1; 2; 3) và có bán kính R = Vl 2 + 2. 2 + 3 2 + 67 v = 9. 
Mặt phẳng (P) tiếp xúc với (S) 

„ „ |4.1 + 4p.2 + (l-p).3-52 + 4p| 


cc d(I, (P)) = R = 9 o 


/4 2 + 16p 2 + (1 - P) 2 


c=> 2p 2 + p - 1 = 0 <=> 


Pi =-l 

p 2 = ị 
1 2 


Vậy ta có 2 mặt phăng chứa d và tiếp xúc với s có phương trình là : 
2x - 2y + z - 28 = 0 và 8x + 4y + z - 100 = 0. 
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Phần 3. cfiu HỎI TPÕC NGHIỆM 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN DỂ 1 

01. Các cặp vectơ cố tọa độ sau đáy, cặp nào cùng phương ? 
a) fl; 0) và (0; 1); b) (0; 0) và (0; 1); 

c) (-1; 1) và (2; -1);' d) (-1; 0) và c 1; 0); 

e) (1; -1) và (-1; 1). 

ĐA : b), d), e). 

02. Céc dẳng thức sau đây, đẳng thức nào luôn luôn đung với mọi điểm A, B, 

c ? 

a) AB - Ãc + BC = 0 : b) AB f CB - CA = 0 ; 

c) CB - BC - CÂ 0 ; d) AB + CA + BC = 0 ; 

e) Ầi + BC + BÀ = Ố. 


ĐA : a), d). 


03. Các đẳng thức sau đây, đáng thức nào luồn đúng vối các vecl; a , b và số 
thực Ằ tùy ý ? 






-2 u 

a) 

a 

= 

- a 

; b) a = Ịa 


d) \k ai 


e) A a 


aH 


- 7* o *'• 

c) (a . b) 2 - , . b 


DA : a), b), e). 

04. lóc giữa vectơ a và b góc nào tù ? 

«>' a* = (l,-3) ,b=(2,l); b) a =(-2,1) t b=-<:,4J 


c) a = (1; 1) , b = (0 ; 0); (Da =(3,-1) . ‘j ỉ , * t 

e) a = (0; 1), b = (1; -1). 

ĐA : a), c), e). 

05. Cho hai aiểm phân biệt A và B. Trường hợp nao M riẢỉti !.s AU nờu : 
a) Ăm = 2MB ; b) AM = 2AB ; r- . X -- HB . 

d) BM = ị AB ; e) AB = 2 BM. 

2 


ĐA : b), e). 



06. Cho A(-2; 1), B(4; 1). Trường hợp nào tam giác ABC vuông nêu : 

a) C(-2; 3); b) C(4; 4); c) C(0; 1) d) C(0; 7); c) C(2; 0). 

ĐA : a); b). 

07. Cho hai điểm A(l; 2), B(-l; 0). Lập các diêm M(x; y) thỏa mãn 

MA" = MB' là một trong các tập sau đây, hỏi dó là tập nào ? 

a) X - y = 0; b) y = 3x - 2; c) 2x = y; 

d) X + y - 1 = 0; e) 2x - y = 1. 

ĐA : d). 

08. Cho hai vectơ a và b . Các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

a) b = 0 thì a cùng phương với b . 

b) a và b cùng phương với vectơ 0 . 

c) a . b = 0 thì a = 0 ; d)a+b = 0 thì a . b <0; 

e) ( a + b ) b = 0 thì b - 0. 

ĐA ỉ a); b). 

09. Các đẳng thức sau đày, đẳng thức nào có nghĩa ? 

a) a T b = 0; b) a . b = 0; c) ( a + 0) b = a . b ; 

d) a + 0 b = a . b ; e) a . b = 0. b . 

ĐA : b). 

10. Cho nai vectơ a = (2; 6); b = (-12; 4). 

Các góc sau góc nào là góc giữa hai vectơ a và b ? 

n 3n n 

a) 0 b) TT c) 2 d) e) 7. 

ĐA : c). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐE 2 


01. Đường thẳng đ đi qua điểm A không ? 

a) d : X - 2y + 3 = 0; A(l; 2); 

c) d : ; A(1 -1). 

2 2 


d) d : 


Ị X = 2 - 3t 
[y = -1 + t ’ 

ĐS : a), d). 


A (2, -1); 


b) d : X - 3y + 5 = 0; A(0; 1). 


(*) d : 


X = -3 + 2t 

y = i-t 
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02. Vectơ a có là vectơ chi phương của d không ? 

a d : 3x - 2y + 1 = 0; a = (2; 3). b) d : 2x + y - 1 = 0; a = (1; 2). 

c d : x -'r" = - y -^; a = (3; 1). 

(5 2 

(X = -5t - . _ . , í X = -2 - 2t 


d; d 


; a = (3; 1). 
= (5; -7). 


e) d 


y = 2 + t 


; a = (-2; -1). 


l.v = 2 + 7t ’ 

ĐS : ã), c), d). 

03. Vectơ n có là vectơ pháp tuyến của d không ? 

a) d : 3x - 5y + 2 = 0; 11 = (3; 5). b) d : 2x -- 4y + 1 = 0; n = (-1; 2). 


c) d : í— 5 = —^ ; n = (3; 2). 

2 -3 

, 1X = 1 -2t -* 

d) d : " ; n = (2; -3). 

y=-l + 3t 


í X = 4t 

e) d : ' ; n = (1; 2). 

1 y = 1 - 2t 


ĐS : b), c), e). 

04. Các cặp đường thẳng sau, cặp nào cắt nhau ? 

a) d[ : X - 2y + 2 = 0; d 2 : X - y - 1 = 0. 

b) d| : .y = X + 1; d 2 : y = 2x + 2. 

x-1_y - 1 J x-l_x + 2 

IX = 3t 
Ịy = l + 2t' 


c) d| 


2 3 

d) d| : 2x - 3y + 1 = 0; d 2 : 


e) d| : 6x - 3y + 5 = 0; d 2 


X = 5 + t 


(y = -3 + 2t' 

ĐS : a), b), c). 

05. Cac cặp dường thăng sau, cặp nào song song ? 


a) dj 

: 2x - y + 1 = 0; 

d 2 : - 

-2x + y + 2 = 0 

b) d, 

X - 10 x + 5 

: ~-T“ " 2 ’ 

d 2 : 1 

Ị X = 1 + t 

! y = 2t 

c) d, 

: y = X + 1; 

d 2 : y 

- = X - 10. 

d) d! 

Ị X = 1 -1 ■ 

: -Ịy = -1 +1 ’ 

d 2 : X 

1 

'C 

II 

C71 

e) di 

: 2x - 5y - 7 = 0; 

d 2 : 1 

[x = -2 + t 

1 y = 3 - 4t 


ĐS : a), ch 
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06 . Các cặp đường thẳng sau, cặp nào vuông góc ? 


a) di 

: 2x - y + 3 = 0; 

d 2 : X + 2y - 1 = 0. 

b) d, 

: y = 2x + 3; 

d 2 : 2y = -X + 1. 

c) d. 

X — 1 _ y — 2 
■ -1 2 ’ 

D- 

II II 

cln o 

1 1 

rt- to 

d) d, 

: X - 2 = 0; 


e) di 

Jx = 2t 
: |y = -1 + t’ 

d 2 : 2x + y - 1 = 0 

ĐS : 

a), b), c). 



07 . Các phương trình sau đây, phương trình nào là phương trình của đường 
thẳng ? 

[x = m 

a) ■! m với m e R. b) xy = 1. 

l y = 1 2 

c) — + — = 4 . d) X 2 + y + 1 = 0. e) lOx + 3y = 0. 

X y 

ĐS : a), e). 

{ X — -3 "4" 2k 
y = l-k 

Các phương trình sau, phương trình nào là phương trình tổng quát cua d ? 
a) X + 2y - 5 = 0; b) X + 2y + 1 = 0; c) X - 2y - 1 = 0 

d) X - 2y + 5 = 0; e) X + y + 2 = 0. 

ĐA : b). 

09. Đường thẳng nào đi qua A(l; 0) và vuông góc với n = (4; - 6) ? 
a) 3x - 2y - 1 = 0; b) 4x - 5y + 1 = 0; 

c) 2x - 3y - 2 = 0 d) 3x - 2y - 3 = 0; e) 2x + 3y - 2 = 0. 

ĐA : c). 

10 . Đường thẳng nào đi qua A(2; 1) và song song với đường thẳng : 

2x + 3y - 2 = 0 ? 

a) X - y + 3 = 0; b) 2x + 3y - 7 = 0; c) 3x - 2y - 4 = 0 

d) 4x + 6y - 11 = 0; e) 3x + 2y - 8 = 0. 

- ĐA : b). 

11 . Cho A(5; 3); B(-2; 1). Đường thẳng nào đi qua AB ? 

a) 2x - 7y + 11 = 0; b) 7x + 2y- 41 = 0 c) 2x + 7y - 5 = 0; 
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e) Một đường thẳng khác. 


đ) 7x - 2y 3 = 0 
ĐA : a). 

12. Cho tam giác ABC với A(7; 9), B(-5; -7) và C(12; -3). 

Đường thẳng nào là đường cao hạ từ đỉnh B ? 

a) 5x - 12y + 59 = 0 b) 5x + 12y + 59 = 0 c) 5x + 12y - 59 = 0 

d) 5x - 12y - 59 = 0 e) Một đường thẳng khác. 

ĐA : d). 

13. Cho A(2; 1), B(4; -3). Đường thẳng nào là trung trực của ÂB ? 

a) 3x + 2y - 7 = 0 b) 2x - 3y - 9 = 0 b) 2x + 3y - 5 = 0 

d) 3x - 2y + 1 = 0 e) Một đường thẳng khác. 

ĐA : b). 

14. Cho các đưrnig thẳng : d| : X + 3y - 7 = 0; dv : 6x + 8y - 35 = 0 

d 3 : 4x + y - 2 = 0. 

Sô nào sau đây là khoảng cách từ giao điểm của di và d 2 đến d 3 ? 

a) 1 b) ị c) ị d) 2 e) Một sô khác. 

2 2 

ĐA : e). 

CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐE 3 

01. Phương trình nào sau đây là phương trình đường tròn ? 
a) X 2 + y 2 - 2x - 4y = 0; b) X 2 - y 2 - 1 = 0 

c) (X - l) 2 + (y + l) 2 + 4 = 0 d) X 2 + xy + y 2 = 1; 

e) 4(x 2 + y“) - X = 0. 

DA : a); e). 

02. Đường tròn (C) tiếp XÚC với đường thẳng d không ? 

a) (C) : X 2 + y 2 - 1; (d) : X = -1. 

b) (C) : X 2 + (y - l) 2 = 1; (d) : y = 2. 

c) (C) : (X - l) 2 + (y - l) 2 = 1; (d) : y = X. 

d) (C) : (X - l) 2 + (y - l) 2 = 1; (d) : y = 0. 

e) (C) : X 2 + y 2 - 6x - 4y + 8 = 0; (d) : X = 0. 

ĐA : a), b), c). 

03. Số a có phải là phương tích cùa đường tròn (C) tại điểm 0(0; 0) không ? 

a) (C) : X 2 + y 2 - 3x - 2y + 1 = 0; a = 1. 

b) (C) : X 2 + y 2 = 4; a = 4. 

c) (C) : 4(X 2 + y 2 ) - 1 = 0; a = 1. 

d) (C) : (X - l) 2 + (y + l) 2 - 1 = 0; a = - 1. 



• e) (C) : X 2 + y 2 - 4x + 6y - 12 = 0; a = - 12. 

ĐA : a), e). 

04. Cho đường tròn ( ( tf) có phương trình X 2 + y 2 = Các mệnh dề sad đây, 

4 

mệnh đề nào là đúng ? 

a) Đường tròn (V?) đi qua gốc tọa độ. 

b) Đưpíng tròn ( ( tf) có tâm là gốc tọa độ. 

c) Đường tròn cắt đường thắng X = 1 tại hai điểm. 

d) Đường tròn (V?) tiếp xúc với đường tròn có phương trình 



e) Đường tròn ( ( tf) tiếp xúc với đường thẳng có phương trình : y = 

ĐA : b), d), e). 

05 . Cho A(l; 1) và B(7; 5). Phương trình nào là phương trình củá đường tròn 
đường kính AB ? 

a) X 2 + y 2 + 8x + 6y + 12 = 0 b) X 2 + y 2 - 8x - 6y + 12 = 0; 

c) X 2 + y 2 - 8x + 6y - 12 = 0 d) x 2 + y 2 + 6x + 8y - 12 = 0 

e) Một phương trình khác. 

ĐA : b). 

06 . Phương trình nào là phương trình cua dường tròn tâm nằm trên lường 
thẳng : y = X, bán kính R = 4. 

a) (x - 4) 2 + (y - 4) 2 = 16; b) (x + 4) 2 + (y + 4) 2 = 16 

c) (x +. 4) 2 + (y - 4) 2 =■ 16; d) (x - 4) 2 + (y + 4) 2 = 16 

e) Một đường thẳng khác. 

ĐA : a), b). 

07 . Đường thẳng nào là tiếp tuyến của đường tròn : 

(C) : x 2 + y 2 - 4x + 6y - 21 = 0 tại điểm M(5; 2) ? 
a) 4x + y + 25 = 0 b) 4x + y - 15 = 0 b) 2x + 3y + 15 = 0 

d) 2x + 3y - 5 = 0 e) Một đường thẳng khác. 

ĐA : e). 

08. Với giá trị nào của m thì 

x 2 + y 2 - 2(m + l)x + 2(m + l)y + (m + l)(m + 2) = 0 
là phương trình của một đường tròn di qua gốc tọa độ ? 
a) m = -1; b) m - 0; c) m = -2; d) m = 1; 

ĐA : c). 
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e) m = 2. 



09. Cặp đường thảng nào là tiếp tuyên của đường tròn (C) : X 2 + y 2 - 4x = 0 


vè t ừ dị. 

ếm AU; 2) 

? 



a) X 

- 2 - 4x = 

0 vẽ 

từ điếm 

AU; 2). 

b' X 

-2 = 0 và 

4x - 

3y + 2 = 

0 c) y - 2 = 0 và 4x + 3y - 2 = 0 

d) y 

-2 = 0 và 

4x + 

3y - 2 = 

: 0 e) Một cặp đương thảng khác. 

DA : 

c! 





10. Trong mặt phăng Oxy cho A(4; 0), BlO; 3). Đường thẳng nào đi quái A f yà 
tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác AOB ? 

a) 4x + 3y + 16 = 0 b) 4x + 3y - 16 = 0 

c) ~4x + 3y - 16 - 0 d) -4x + 3y + 16 = 0 

c) Một đường thắng khác. 

DA : d). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 4 


01. Phương trình nào là phương trình của ehp ? 

a) 4x 2 + 5v 2 = 1. b) 4(x - l') 2 + 5(y + 2) 2 = 3. 

c) X 2 + 2y = 1. d) (X - l) 2 + y 2 = 0. e* 4x 2 + 9y 2 = 36. 


DA : a), b), e). 


02. Các số sau đây, số nào là tâm sai của elip 



= 1 .? 


a) 3; b) ^ ; c) — —; * d) 1; e) -1. 

3 3 


DA : b). 

03. Các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

a) Hình elip chi có 2 trục dôi xứng. 

b) Hình clip chi có một tâm đôi xứng. 

c) Hình elip có vô số hình bình hành nội tiếp. 

d) Hình elip chỉ có một hình thoi nội tiếp. 

e) Hình elip chí có một hình chữ nhật ngoại tiếp. 

DA : a), b), c). 

04. Cho hình elip có phương trình : x 2 + 4y 2 -4 = 0. Các mệnh đề sau đây, 
mệnh đề nào đúng ? 

a) Elip nhân Ox, Oy là các trục đối xứng. 

' ■ 

b) Elip có hai tiêu điếm nằm trên Ox. 

c) Elip có trục dài 2a = 4 và trục ngắn 2h*= 2. 

d) Elip có gốc tọa độ là tâm đôi xứng. 
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e) Elip có tâm sai e = 


v§ 


ĐA : a, b, c, d. 


05. Phương trình nào là phương trình chính tác cưa elip có các tiêu điểm 

ry o; -4), F 2 (0; 4) và tâm sai p = ^ ? 

5 


a) 


25 f 9 


= 1 ; 


d .) 

9 


2 

y 


= 1 ; 

25 




tì) Một phương trìuh khác. 


ĐA : b), 

06 . Đường thảng nào là tiếp tuyến cùa elip (E) : X 2 + 4y 2 - 40 = 0 song song 
với đường thẳng 3x + 2y + 1 = 0 ? 

a) 3x + 2y - 20 = 0 b) X + y - 10 = 0 c) X - y + 10 = 0 

d) 3x + 2y + 20 = 0 e) 2x - 3y + 20 = 0. 

ĐA : a), bì. 

X 2 X 2 y- 

07 . Trong mặt phồng cho hai elip : •--- + y 2 = 1 và - — + --- = 1. 


Chúng cò bao nhiêu tiếp tuyến chung ? 

a) Không có; b) 1 c) 2 dì 3 ei 4. 

ĐA : e). 

08 . Biết rằng qua điểm M(8; 6) vẽ dược hai tiếp tuyến với eỉip 
(E) : 9x 2 + 16y 2 - 144 = 0. 

Đường thảng não là đường thắng đi qua hai tiép điểm ? 

a)x+-y-*-4 = 0 b) X + 4y + 6 = 0 c) 3x f 4y - 6 “ 0 

d) 3x - 4y + 144 - 0 ữ) Môt đuỡng Ihăng khác. 

ĐA : c). 

X 2 V 2 , ( 

09 . Cho elip — -t- = i Dường thắng nào sau đáy cắt eiip ? 

16 4 

a) X = 3 1} y -■ 3 c) y = X + 4 

d) X - y = 4 8) >: - V - 6 - 0. 

ĐA : a), c), d). 

10 . Cho elip : 9x 2 + 16y 2 - 144 ỹ 0. Sỗ Iiào sau dẳy là diện tích cùa elip ? 
a) 12 b) 5n 'ĩ) 12;; Ờ15-/2.T c) 4 \'2 K. 

ĐA • 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CIỈƯYÊN ĐỀ 5 

01. Phương trình nào là phương trình của hypebol ? 

a) X 2 - y 2 = -2. b) X 2 - (1 - y) 2 - 1. 

c) X - y 2 = 1. d) y 2 - 2x 2 = 2y. 

ĐA : ai, b), d). 

„. . X 2 y 2 . TW . ... 

02. Cho hypebol (H) : —-— —- - -1. Diêm nào là tiêu điếm của (H) ? 

9 16 


a) (-3; 0); b) (5; 0); c) (0; 4); a) (0; 5); e) (0; -5). 
ĐA s d). e). 


03. Cho hypebol (H) ; 


X y , ^ . 

= 1. sỏ nào là tâm sai của (H) ? 

9 7 


a) 1. 






ĐA : d). 


04. Cho hypecbol (H) : 


x y , , 

- 1. Đường thắng nào tiếp xúc vơi (H ) ? 

9 3 


a) X - y = 0. b) X = 3. c) X - y - 3 - 0 

d) X + y + 3 = 0. e) X 5S -3. 

ĐA : b), e). 

. X 2 y 2 . 

05. Cho hypebol có phương trinh = 1. Các mệnh dê sau dãy, mệnh 

đễ nào là đúng ? 

a) Hypebol nhận Ox làm trục thực 

b) Hypebol nhận Oy làm trục thực. 

c) Tiêu điểm của ỉiypebol nằm trên Ox. 

3 

d> Hypebol có hai đường tiệm cận là y = ± ^-x. 


e> ITybebol có hai đường tiệm cận là : y = ± 


2 


3 


X. 


ĐA : a), c), e). 

06. Hvbebol (H) có các tiêu điểm Fi(0; -3); F 2 (0; 3) và một đỉnh là A(0; 2). 
Phương trinh nào là phương trình cùa (H) ? 



ĐA : d). 


e) X 2 - y 2 = 1. 




07. Cho hybebol (H) : “ - y 2 =1. Có bao nhiêu điểm thuộc (H) nhìn hai 
tiêu điểm dưới một góc vuông ? 

a) 0 b) 1 c) 2 d)3 e) 4. 

ĐA s e). 

_ . x 2 y 2 . 

08. Cho hybebol (H) : 2— = 1. Cặp đường thẳng nào là các tiêp tuyến 

của (H) song song với đường thẳng A : 3x - 4y - 7 = 0 ? 

Í3x-4y-10 = 0 . fx + y + 20 = 0 Í4x-3y + 10 = 0 

a) < „ . _ b) ị _ " c) < . 

[3x-4y + 10 = 0 Ịx + y-20 = 0 [4x-3y-10 = 0 

, s Í4x + 3y + 10 = 0 , -3 . 

d) ị , „ „ e) Một cặp đường thăng khác. 

[4x + 3y -10 = 0 F B 6 


ĐA : a). 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐE 6 

01. Phương trình nào sau dây là phương trinh cùa parabol ? 

a) y = 2x + X 2 b) y 2 = X - 2y. c) X 2 = 2x - y 2 

d) 2x = (y - l) 2 ' e) X 2 = y 2 - 1. 

ĐA : a); b); d). 

02. Cho parabol : y = 4x. Đường thẳng nào sau đây tiếp xúc với parabol ? 
a) X = 0. b) y = 2. c) X - y + 2 = 0. d) X + y = 0. e) y = X. 

ĐA : a) 

03. Mệnh dề nào đúng ? 

a) Parabol chi có một trục đôi xứng. 

b) Mọi đường thẳng song song với trục của Vparabol cắt parabol tại một 

điếm duy nhật. , 

c) Mọi đường thẳng không song song với trục của parabol đều cắt parabol 
tại hai điểm. 

d) Từ một điểm nằm ngoài parabol đều vẽ được hai tiếp tuyến với parabol. 

e) Parabol không có một tâm đối xứng. 

ĐA : a); b); d). 

04. Cho parabol (P) : y 2 = 8x. Mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng ? 

a) Parabol (P) có trục đôi xứng là Oy. 

b) Tiêu điểm của parabol (P) nằm trên trục Ox. 

c) Gốc tọa độ là đỉnh parabol (P). 

d) Đường thẳng X = 1 cắt parabol tại hai điểm. 
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e) Điếm ( 0 ; 1 ) nằm trong parabol. 

ĐA : b); c); d). 

05. Cho ]>arabol X" = 4y. Điểm nào sau đây là tiêu điểm F parabol ? 

a) (2; 0 ) b) ( 0 ; 2 ) c(4; 0) d) ( 0 ; 4) eMO;-2). 

ĐA : b) 

00. Cho X = 3 là đường chuẩn của parabol. Phương trình nào sau đây là 
phương trình chính tắc cùa parabol ? 

a) x 2 - -12y b) y 2 - 12x c) X 2 =: 12y 

d) y 2 = -12x e) Một phương trình khác. 

ĐA : d). 

07. Cho parabol (P) : y = 2x. Đường thẳng nào tiếp xúc với (P) tại điếm 

M( l ; -1) ? 

2 

a)x + y+ l = 0 b)x-y-l = 0 c) 2 x + 2 y + 1 - 0 

d) 2x - 7 + 1 = 0 e) x - 2y + 1 = 0. 

ĐA : c). 

08. Cho parabol (p) : V - 2x 2 . Đường nào là tiếp tuyến cùa (P) song song với 
đường phân giác góc phần tư thứ nhất ? 

a) X - 1 = 0 b) y - 1 = 0 c)x + y+l = 0 

d) X - .y + 1 ~ 0 e) Một dường thẳng khác. 

ĐA : d). 

CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỂ 7 

01. Trong không gian Oxyz cho điểm M(l; 2; 3). Trong các mệnh đề sau 
mệnh đề nào đúng ? 

a) Tọa độ hình chiếu của M lên trục Ox là M|(l; 0; 0). 
bì Tọa độ hình chiếu của M lên trục Oz là M.iiO; 0; 3). 

c) Tọa độ hình chiếu của M lên mp (Oxy) là M’(l; 2; 0). 

d) Các mệnh đề A, B, c đều sai. 

BA : Chọn a), b), c). 

02. Trong không gian Oxyz cho điểm (4; -3; 2). Trong bốn mệnh đề sau, 
mệnh đề dũng là : 

al Điêm đòi xứng của I qua gốc tọa độ 0 là 1 1 (—4; 3; -2). 

b) Điếm đối xứng của I qua mp (Oxyz) là I 2 (-4; -3; 2). 

c) Điểm dôi xứng của I qua trục Oz là I 3 C—4; 3; -2). 

d) Điếm đỏi xứng của I qua điểm M(l; 1; 1) là điểm I 4 (—2; 5; 0) 

ĐA : a), b>. 
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03. Cho I a I = 2 ;lbl = l,(a;b)= 60° . Trong các mệnh dề sau, mệnh đề 
nào đúng ? 

a) a . b = 1 b) I a - b I = a/3 c)(a-b)lb d) a . b < 2 . 


ĐA : Chọn a), c). 

04. Tính tọa độ cùa vectơ đơn vị e biết rằng nó vuông góc với vectơ 

a = (1; 1; 0) và vectơ b = (0; 1; 1). Trong các kết quả sau đây, kết quả nào là 
sai ? 


a) e = (-1; 1; 1). 

c) ' = h§\l : ~ử} 


d) e = 1; 0; 1). 



ĐA : Chọn a, d. 

05. Cho tam giác ABC. Gọi G là trọng tâm của tam giác, I là trung điểm của 
cạnh AB, o là một điểm tùy ý. Trong các mệnh đề sau, tìm mệnh đề đúng : 

a) Õĩ = ị(ÕA + ÕB) 

2 

b) ÕG = ÕA + ÕB + õc 

c) ÕA + ÕB + õc = 0 

d) ÕG = I(ÕA + ÕB + ÕC). 

3 

DA : a), d). 

06. Cho hình hộp ABCDA^iCiDi. 

Trong các mệnh đề sau, mệnh dề nào sai ? 

a) ÃB + BBị + B^Ci = ÃCị 

b) CB 4 . B.Ai + AD) = CDi 

c) Ãc, + D^A + BDj = ÃDj 

d) DiC+ ẨAj -r CB + CpC - D^B. 

ĐA : Tất cả các mệnh đề a), b), c), d) đều dứng. 

07. Trong không gian Oxyz cho ba vectơ a , b , c dôu khác voctơ 0 . Tìm 
mệnh đế đúng trong các mệnh đề sau : 

a) Nếu a - 2b + 3 c =0 thì a , b , c đồng phăng 
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b) Nếu a-2b+3c = Othìa,b,c không đồng phăng. 

c) Npii ma + n b + p c = 0 và có ít nhất một trong các số m, n, p khác 
0 thì a , b , c đồng phăng. 

d) Nếu ma + n b + p c = 0 khi và chi khi m = n = p = 0 thì : a , b , c 
đồng phẳng. 

Đá : Chọn a, c. 

08. Trong không gian Oxýz cho tam giác A, B, c với A(l; 0; -2) B(2; 1; -1), 
C(l; -2; 2). Trong các mệnh đề sau mệnh dề nào đúng ? 

a) Độ dài cạnh AB là \Í3 . 


bj Trung điểm I của cạnh BC là ^>^> 2 ] 
c) Trọng tâm G của tam giác ABC là 


4.1.1 

3’ 3’ 3J 


. _ 2\/65 
d) cosA = —. 

65 

ĐA : Chọn a, c. 

09. Trong không gian Oxyz cho bôn vectơ a= (2; 3; 1), b= (5; 7; 0), 
c = (3; -2; 4) và d = (4; 12; -3). Đẳng thức nào sau đây đúng ? 


a) d = a + b + c 

b) 

d = a + b - c . 

c) d = - a + b + c 

d) 

d = a + 2 . b - c 

ĐA : Chọn b. 




10. Cho tam giác ABC với A(l; 2; -1), B(2; -1; 3), C(-4; 7; 5). Tính độ dài 
đường phân giác trong của góc B. Trong các kết quả sau đây, kết quả nào là 
đúng ? 

a) 1/27. b,|. ' c,íp. i,ỈỂÍ. 

3 2 3 


ĐA : Chọn d,. 

11. Cho tứ diện ABCD với A(l; 0; 0), B(0; 1; 0), G(0; 0; 1) và D (1; 1; 1). Gọi 
M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD hãy tính độ dài của đoạn MN. 
Trong các kết quả sau kết quả nào đúng ? 

a) 1. b) 7 . c) 7 . d) 1 - 7 . e) Một kết quả khác. 

4 2 4 

ĐA : Chọn a. 
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12. Cho a , b , c là ba vectơ tùy ý và X, y, z là các số thực. Trong bốn mệnh 
đề sau, mệnh đề nào là đúng ? 

a) Nếu X = y = z = 0 thì xa-yb, zb - X c, yc-za đồng phăng 

b) Nếu X, y, z không đồng thời bằng 0 thì ba vectơ : X a - y b, z b - X c, 
y c - z a đồng phăng. 

c) Nếu a = (x + y) b + z c với X, y, z đều khác không thì ba vectơ a , b , 
c đồng phăng. 

d) Nếu xa = yb+zc với X, y, z đều khác không thì ba vectơ a, b , c 
đồng phăng. 

ĐA : Chọn a, b, c, d. 

13. Trong không gian cho hai tam giác ABC và A,B]Ci có chung trọng tâm 

G. Xét các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 

a) AAj , BBj , CC] là ba vectư đồng phăng. 

b) AAj , BB X , CCj là ba vectơ không đồng phăng. 

c) AA l , BBị , CCị = 0 . 

ĐA : Chọn a và c. 

CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỂ 8 

01. Trong không gian Oxyz cho điểm A(2; 6 ; -3). Xét các mệnh đề íau đây 
xem mệnh đề nào đúng ? 

a) Mặt phăng qua A và song song với mặt phăng txOy) là z + 3 = 0. 

b) Mặt phăng qua A và song song với mặt phăng (yOz) là X - 2 = 0 

c) Mặt phăng qua A và song song với mặt phăng (zOx) là y - 6 = 0 

d) Mặt phăng qua A và chứa trục Ox là : y + 2z = 0. 

ĐA : Chọn a, b, c, d. 

02. Trong không gian các phương trình đã cho sau đây là phương trình cùa 
mặt phẳng. Hãy xét xem kết quả nào là đúng : 

a) 2x = 0; b) 5x +■ 2y - z = 0; c) 3x“ + y + z 2 +5 = 0 

d) 2x - y + z 2 - 7 = 0; e) 6 x + 5y + 1 = 0. 

ĐA : Chọn a, b, e. 

03. Xét xem các mệnh đề sau đáy, mệnh đề nào là đúng ? 

a) Mặt phẳng có phương trình x + 2y - 5 = 0 song song với trục Oz. 

b) Mặt phăng có phương trình y - 2z + 3 = 0 song song với trục Ox. 
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c Mặt pháng có phương trình x+y + z+l = 0 song song với trục Oz. 
d Hai mặt phàng X + y - z + l=0và2x + 2y-2z-5 = 0 song song với 
nh au. 

ĐA : Chọn a, h, d. 

04. Cá c mặt phăng có phương trình sau đây đi qua gôc tọa độ : xét xem 
mệnh đề nào đúng ? 

a) 3y = 0; b) 5x + 2y - z = 0 

c) X + 4y - 3z + 7 = 0; d) 3x - 7z = 0. 

DA : Chọn a, b, d. 

05- Chon các mặt phăng có phương trình sau đây nhận n = (0; 1; -3) làm 
veotơ pháp tuyến. 

a) X + y - Sz - 1 = 0; b) y - 3z + 15 = 0 

c) 2y - 6z + 7 = 0; d) X + y - 10 = 0. 

DA : Chọn b, c. 

06. Hãy xét xem các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 

a) Hai mặt phẳng X = 0 và y = 0 xác định một chùm mặt phẳng. 

b) Điểm gôc tọa độ thuộc chùm mặt phàng có phương trình : 

o(2x + 3y - z) + p(y + z) = 0. 

c) Ba mặt phảng X = 0, y = 0, z = 0 thuộc một chùm mặt phăng. 


d) Hai mặt phăng ^ + z = 1 


và X = 0 xác định một chùm mặt phăng. 


ĐA : Chọn a, b, d. 

07. Hãy chọn các mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau đây : 

a) Khoảng cách từ gốc tọa độ đến mặt phăng x + y + 2z-4 = 0 bằng 1. 

b) Khoảng cách giữa hai mặt phăng song song x-l= 0 vàx + 2 = 0 
bằng 3. 

c) Góc nhọn tạo nên bởi hai mặt phẳng cắt nhau bằng góc giũ*a hai vectơ 
pháp tuỵên cùa chúng. 

d) Góc nhọn giữa mặt phẳng X + y + z = 1 và mặt phăng X = 0 bằng 45°. 
ĐA : Chọn b. 

08. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào là đúng ? 

a) Mật phảng 2x - 3y + z + 7 = 0 có vectơ pháp tuyến n = (4: - 6 ; 2). 

b) Góc giữa mặt phăng z = 0 và mặt phắng y - z = 0 bằng - . 

4 

c) Kaoảng cách từ gốc tọa độ đến mặt phăng x + 2y-5z-7 = 0 bằng 7. 

d) Hii mặt phăng X = 0 và y = 0 vuông góc với nhau. 
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e) Hai mặt phẳng z = 2vày + z = 0 song song với nhau. 

ĐA : Chọn a, b, d. 

09. Hãy chon các mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau đây : 

a) Hai mặt phểng x + 2y = 0vàx-y = 0 cắt nhau. 

b) Hai mặt phắng y-6 = 0vày + z= 0 song song với nhau. 

c) Mặt phăng 2x ~ 3y + 4z + 4 = 0 chứa điểm M(-2; 0;0). 

d) Mặt phăng xy + yz = 0 đi qua gô'c tọa độ. 

ĐA : Chọn a, c. 

10. Cho vectơ a = (1; 0; 1), b = (0; 1; 0). Hãy chọn các mệnh để đúng trong 
các mệnh đề sau đây : 

a) Mặt phăng (P) có phương trình : X — z + 1 = 0 nhận a , b làm cặp vectơ 
chỉ phương. 

b) Mặt phềng (Q) có phương trình 2x + 2z - 1 = 0 nhận a làm vectớ 
pháp tuyến. 

c) Mặt phong (R) có phương trình : 2y - 3 = 0 nhận b làm vectơ pháp 
tuyến. 

d) Hai mặt phẳng (Q) và (R) vuông' góc với nhau. 

ĐA : Chọn a, b, c, d. 

f 11. Cho hệ trục tọa độ Oxyz và ba điểm A(1;0; 0), 13(0; 2; 0), C(0; 0; 3). Hãy 
chọn các mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau đây : 

a) Mặt phẳng qua A song song với mặt phăng (yOz) có phương trình : 

X - 1 = 0. 

b) Mặt phăng chứa A và B và song song với Oz có phương trình : 

X + — -1 = 0. 

2 

c) Mặt phăng (ABC) có phương trình :x+^ + ^- l = 0. 

d) Mật phẳng 2x + 3y + 2z + 1 song song với mặt phăng (ABC). 

ĐA : Chọn a, b, c. 

CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 9 

01. Trong không gian Oxyz, cho đường thẳng (dì ui qua điếm A(2; 0; -3) và 
nhận a = (2; -3; 5) làm vectơ chi phuơng. Hãy tim cac mọn!; đẻ sa: : 

I x 2 ■ 2t 

a) Phương trình tham số của đường thảng (d) là : y - ?t 

ịz - -0 - 5t 
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t X*4"2 v7_3 

h) Phương trình chính tắc của đường thảng (d) là : — ~r~ = 

2 - 3 5 


c) Phương trình tổng quát cùa đường thảng (d) là 


ĐA : Chọn b). 


3(x - 2) + 2y = 0 
- 5(x - 2) = 2(z - 3) = 0 


02. Phương trình chính tắc của đường thẳng (d) đi qua điểm A(l; 4; -7) và 
vuông góc với mặt phảng X + 2y - 2z = 0 trong không gian Oxyz là : 

a) x - 1 = = z ~- - b)x-l=y-4 = z + 7. 

2-2 

c) = y- 4 = Ĩ L±1 

4 1 2 

Hãy tìm các mệnh đề sai. 

ĐA : Chọn b, c. 

03. Trong không gian Oxvz cho đường thẳng (d) có phương trình : 

fx + y + 2 = 0 
[3x - 4z =! 0 

. „ , , , „ , Hl OỊ 0 1| Ịl 1 1 

a) Đường thẳng (d) có vectơ chỉ phương V = 1; _ l;l ^ = (4; -4; -3). 

* e F s Ụo 4ị 4 3Ị|3 oJ 

b) Đường thẳng (d) cắt mặt. phăng x + y + z + l = 0. 

c) Đường thảng (d) vuông góc với mặt phăng 4x + 4y + 5 = 0. 

Hãy tìm các mệnh đề đúng. 

ĐA : Chọn a), b), c). 

04. Trong không gian cho hai đường thẳng (dj) và (d 2 ) : 

|x = -l Ịx = l + t' 

(di) : |y = 2t (d 2 ) : |y = t' 


Hai đường tháng (dị), (d 2 ) : 

a) Cùng phương. b) Vuông góc với nhau, 

c) Chéo nhau. d) cắt nhau. 

Trường hợp nào đúng ? 

ĐA : Chọn c). 

05. Trong không gian Oxyz cho đường thẳng (A) có phương trình 

(A)J 2x 7-° 

Ịy + 2z = 0 

Hãy xét xem mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng : 
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a) Đường thẳng (A) song song với trục Oz. 

b) Mặt phẳng (a) có phương trình 2x - 2z = 0 chứa (A). 

c) Đường thảng (A) đi qua gốc tọa độ. 

ĐA : Chọn b, c. 

06. Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng (do và (d 2 ) chéo nhau có 
phương trình : 




a) Đường vuông góc chung của (di) và (d 2 ) có vectơ chỉ phương là 

b) Mặt phảng (P) chứa (di) và song song với (d 2 ) có phương trình là : 

y + z = 0. » 

c) Khoảng cách giữa (di) và (d 2 ) bằng khoảng cách giữa điểm M(0; 1; 0) 
thuộc d 2 đến mặt phẳng (P) được tính theo công thức : 

d(d 1; d 2 ) = d(M, P) = — L= = -L = ệ. 

Jĩ+i yj2 2 


ĐA : Chọn a, b, c. 


07. Hãy ghi rõ đặc diểm và tính chất của đường thẳng cho bằng các phương 
trình sau : 


1) X = y = z 


2 ) 


3) 


Ịz - y = 0 
jx = 0 


Hãy chọn các mệnh đề đúng sau đây : 

a) Phương trình đường thắng trong cả trường hợp 1, 2, 3 đều đi qua gốc 
tọa độ 0(0; 0; 0) và đi qua diểm E(l; 1; 1). 

b) Phương trình trong trường hợp 2, là phương trình đường phân giác của 
xOy. 


c) Phương trình trong trường hợp 3, là phương trình đường phân giác của 
xOz. 


ĐA : Chọn a, b. 

íx = 3 + 4t 

08. Cho dường thẳng (d) : I y = -1 -1. 

[z = 4 + 2t 

Chọn mệnh đề sai trong các mệnh đề sau : 

a) Đường thẳng (d) đi qua điểm M(3; -1, 4) và nhận a = (4; -1; 2) làm 
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vectơ chỉ phương. 

b) Đường thẳng (d) vuông góc với mặt phăng 6x - 2y + 8z - 1= 0. 

c) Đường thẳng (d) song song với mặt phảng 2y + z - 2 = 0. 

d) Đường thắng (d) vuông góc với đường thẳng (d') có phương trình : 

x-3_y+lz-4 
4 - - 1 " 2 ■ 

ĐA : Chọn b, c, d. 

09. Cho đường thẳng (d) có phương trình X = y = z đối với hệ tọa độ Oxyz. 
Hãy chọn mệnh đề sai trong các mệnh đề sau : 

a) Đường thẳng (d) cắt mặt phăng X + 2 + 3 = ■*" 

b) Đường thẳng (d) cắt các mặt phẳng tọa độ : X = 0, y = 0, z = 0. 

c) Đường thẳng (d) nằm trong mặt phăng X - y = 0. 


d) Hình chiếu vuông góc của (d) trên mặt phăng (xOy) là 


X -y = 0 


ĐA : Chọn d. 

10. Hãy chọn các mệnh đề đúng trong các mệnh sau đây : 

Các phương trình sau đây là phương trình đường thẳng trong không gian 


a) X = y = 1 


c) ì.y 


d) 2x - 3y + 5z + 6 = 0. 


ĐA : Chọn a, b. ‘ 

11. Hãy chọn các mệnh đúng sau đây : 

Trong không gian vứi hệ tọa độ Oxyz cho điểm M{1; 2; 3). 

{ 2x = y 
3x = z 

b) Đường thẳng đi qua M và song song với trục Oz có phương trmh : 


c) Đường thẳng đi qua M và vuông góc với mặt phẳng (yOz) có phương 


trình : I y = 2 
[z = 3 

d) Khoảng cách giữa đường thẳng đi qua M và vuông góc với mặt phảng 
(yOz) với đường thẳng Ox bằng 2. 

ĐA : Chọn a, b, c. 
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12. Trong không gian với hệ trục Oxyz cho đường thảng (d) có phương trình : 
x-l_y-2_z-3 

~ - ~T~ 

Hãy chọn các mệnh đúng sau đây : 

a) Đường thẳng (d) đi qua gốc tọa độ. 

b) Đường thẳng (d) thuộc mặt phăng 3x - 2y + 1 = 0. 

c) Điểm M(3; 5; 7) thuộc đường thảng (d). 

d) Đường thẳng (d) song song với mặt phẳng (xOy). 

ĐA : Chọn b, c. 

CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHUYÊN ĐỀ 10 

01. Mặt cầu tâm 1(1; 2; -3), bán kính R = 2 có phương trình là : 

a) (x + 1) 2 + (y + 2) 2 + (z -3) 2 = 4. 

b) (x- l) 2 + (y - 2) + (z + 3) 2 = 2 2 . 

c) X 2 + y 2 + z 3 + 2x - 4y --6z + 5 = 0. 

d) X 2 + y 2 + z 2 -2x - 4y + 6z + 10 = 0. 

Trong các mệnh đề trên, mệnh dề nào là đúng ? 

ĐA : Chọn b, d. 

02. Trong không gian cho mặt cầu (S) có phương trình : 

X 2 + y 2 + z 2 - 2x + 4y - 6z - 11 = 0. 

Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào là đúng ? 

a) (S) là mặt cầu tâm 1(1; -2; 3) và có bán kính bằng 5. 

b) (S) là mặt cầu tâm H (-1; 2; -3) và có bán kính bằng 7. 

c) (S) là mặt cầu tâm M(l; 2; 3) và có bán kính bằng 6. 

d) (S) là mặt cầu đi qua gốc tọa độ 0(0; 0; 0). 

ĐA : Chọn a. 

03. Trong các phương trình sau, phương trình nào là mặt cầu (S) đi qua điểm 
M(l; -1; 4) và tiếp xúc với tất cả các mặt phẳng tọa độ ? 

■ă) ịx - 3) 2 + (y + 3) 2 + (z - 3) 2 = 9. 

b) (x + 3) 2 + (y + 3) 2 + (z - 3) 2 = 27. 

c) x 2 + y 2 + z 2 - 3x - 3y +3z -9 = 0. 

d) X 2 + y 2 + z 2 - 6x + 6y - 9z + 18 = 0. 

e) Không phải các phương trinh trên. 

HD : Tâm I của mặt cầu phải thuộc phần không gian chúa M(x > 0, y < 0, 
z > 0). Vậy I(R; -R; R) và ta có : (1 - R 2 ) + (-1 + R) 2 + (4 - R) 2 = R 2 => R = 3. 
Do đó ta chọn a. 
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04. Trong không gian Oxyz cho mặt cầu (S) có phương trình là : 

X 2 + y 2 + z 2 - 2x - 4y - 6z = 0. 

Xét các mệnh đề sau đây xem mệnh đề nào là đúng : 

a) Mặt cầu (S) đi qua gốc tọa độ. 

b) Tâm của mặt cầu là 1(1; 2; 3). 

c) Mặt cầu (S) cắt mặt phăng X = 0. 

d) Mặt cầu (S) có bán kính R = 1. 

ĐA : Chọn a, b, c. 

05. Trong không gian Oxyz cho điểm I(-3; 1; 2) và mặt phăng 
(a) : 2x + 3y + z - 13 = 0. 

a) Mặt cầu tâm I, bán kính R - 4 cắt mật phẳng (a). 

b) Mặt cầu tàm I, bán kính R = 4 tiếp xúc mặt phảng (a). 

c) Mạt cầu tâm 1, bán kính R = 4 cắt mặt phăng (a) theo giao tuyến là 
một dường tròn có bán kính r = v2 . 

d) Mặt cầu tâm I, bán kính R = 1 cắt mặt phăng (a). 

Trong các mệnh dề nêu trên, mệnh đề nào là đúng ? 

ĐA : Chọn a, c. 

06. Cho mặt cầu (S) có phương trình : (x - 1)” + (y + 3) 2 + (z - 2Ý = 49 
Chọn các mệnh đề đúng sau đây : 

a) Điểm M (7; -1; 5) thuộc mặt cầu (S). 

b) Mặt phăng 2x + 3y + 6z - 5 = 0 tiếp xúc với mặt cầu. 

c) Mặt phăng 6x + 2y + 3z - 55 = 0 tiếp xúc với mặt cầu. 

d) Mặt phăng x + 2y + 2z-7 = 0 tiếp xúc với mặt cầu. 

OA : Chọn a, c. ị' 

07. Cho mặt cầu (S) có phương trình : (x - 3) 2 + (y + 2) 2 + (z - l) 2 = 100 và 

nự t phẳng (a) có phương trình : 2x - 2y - z + 9 = 0. 

Hãy chọn các mệnh đề đúng sau đây : 

a) Mặt cầu (S) không cắt mặt phăng (a). 

b) Mặt cầu (S) cắt mặt phăng (a) theo một đường tròn (ty). 

c) Mặt cầu (S) cắt mặt phẳng (a) theo đường tròn (ty) có bán kính r = §. 

d) Mặt cầu (S) cắt mặt phăng (a) theo đường tròn (ty) có tâm là điểm 
H(-l; 2; 3). 

ĐA : Chọn b, c, d. 

08. Hãy chọn các mệnh đề đúng sau đây : 

Trong không gian, các phương trình sau đây là phương trình mặt cầu : 
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a) X 2 + y 2 - X - y - 1 = 0 b) X 2 + y - 10 = 0 

c) 2x 2 + 2y 2 + 2z 2 - 2 = 0 d) ị + ỉ + ị ~ 3 = 0 ' 

tíA : Chọn c, d. 

09. Cho mặt cầu (S) có phương trình : (x - l) 2 + (y - l) 2 + (z - l) 2 = 1. 

Hãy chọn các mệnh đề đúng sau đây : 

a) Mặt cầu (S) tiếp xúc với các mặt phảng tọa độ. 

[ X = t 

b) Tâm mặt cầu (S) là diểm I, thuộc đường thẳng có phương trình : jy = t 

[z = t 

c) Mặt cầu (S) đi qua gốc tọa độ. 

d) Mặt cầu (S'> tiếp xúc với mặt cầu (S) cho trước và có phương trình là : 

X 2 + y 2 + z 2 = 1. 

ĐA : Chọn a, b. 

10. Chọn các mệnh đề đúng sau đây : 

a) Phương trình X 2 + y 2 = 1 là phương trình một mặt cầu. 

b) Phương trình ax 2 + by 2 + z 2 = abc với a * b * c * a là phương trình một 
mặí cầu. 

|x 2 +y 2 +z 2 -9 = 0 

c) Phương trình : < là phương trình của một 

|x 2 +y 2 +z 2 -2x-2y-2z-6 = 0 

đường tròn trong không gian. 

d) Phương trình x 2 + y 2 + z 2 - 2x + 4y - 6z + 15 = 0 là phương trình của 
một mặt cầu. 

ĐA : Chọn c. 
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MỤC LỤC 


Lời nói dảu.3 

Phẩn 1 : HÌNH HỌC GIẢI TÍCH TRONG MẬT PHẲNG 

Chuyên dc 1 : VECTƠ VÀ TỌA ĐỘ TRONG MẶT PHẢNG.5 

Chuyên để 2 : ĐƯỜNG THẢNG TRONG MẬT PHẲNG.16 

Chuyên để 3 : ĐƯỜNG TRÒN.44 

Chuyên dể 4 : ELIP. 63 

Chuyên đề 5 : HYPEBOL .79 

Chuyên dế 6 : PARABOL .94 

Phần 2 : HÌNH HỌC GIẢI TÍCH TRONG KHỔNG GIAN 

Chuyôn để 7 : VECTƠ TỌA ĐỘ TRONG KHỐNG GIAN.110 

Chuyên để 8 : MẬT PHẲNG.134 

Chuyên dề 9 : ĐƯỜNG THẢNG trong không GIAN.157 

Chuyên để 10 : MẶT CẦU.201 

Phẩn 3 : CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Cáu hỏi trác nghiệm chuyên dề 1.225 

Câu hòi trác nghiệm chuyên dề 2.226 

Cáu hỏi trắc nghiệm chuyên để 3 .229 

Câu hỏi trắc nghiệm chuyên dể 4. 231 

Câu hói trác nghiệm chuyên dề 5.233 

Cáu hỏi trắc nghiộm chuyên dề 6.234 

Cốu hỏi trác nghiệm chuyên dề 7.235 

Câu hỏi trác nghiệm chuyẻn dẻ 8.238 

Cảu hòi trác nghiệm chuyên để 9.240 

Cáu hỏi trắc nghiệm chuyên dề 10.244 
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